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1. Preliminares

Este capitulo no es de ninguna manera un estudio completo de los temas expuestos; mas bien

presenta lo minimo necesario para entender el resto de las notas. Si estas interesado en conocer
méas puedes consultar los siguientes libros:

1. Espacios de Hilbert.

s E. Zeidler, Applied Functional Analysis. Applications to Mathematical Physics. Springer
Verlag, 1995.

s C. Aliprantis, O. Burkinshaw, Principles of Real Analysis. Academic Press, 1998.

2. Espacios de Sobolev.

= R.A. Adams, Sobolev Spaces. Academic Press, 1975.
» L.C. Evans, Partial Differential Equations. Amer. Math. Soc., 1998.

= M. Renardy, R.C. Rogers, An Introduction to Partial Differential Equations. Springer
Verlag, 2004.

3. Transformada de Fourier y distribuciones.

s L. Schwartz, Mathematics for the Physical Sciences. Addison-Wesley, 1966.

s S. Salsa, Partial Differential Equations in Action. From Modelling to Theory. Universitext,
Springer Verlag, 2008.

1.1. Espacios de Hilbert
En esta seccion se repasaran algunos conceptos que seran utiles mas adelante.
Sea V' un espacio vectorial sobre R. Una norma es una funcién real
|-]: V=R
tal que para A € R, u,v € V', se cumplen las siguientes propiedades:
1. JJul| > 0; |Jul| = 0 si y sélo si u = 0.
2. [ Aull = [A]]l]l.

3. N+ vl < flull + fv]l-



Un espacio normado es un espacio vectorial V' equipado con una norma || - ||. Utilizando la
norma se puede definir la distancia entre dos vectores como

d(u,v) = [u =l

lo cual hace de V un espacio métrico y permite definir una topologia en V y una nocién de
convergencia de una manera simple.

Decimos que una sucesién {u,} C V' converge a u en V, y lo denotamos u,, — u en V, si
d(up,u) = ||u, —ul| — 0, cuando  n — 0.
Un concepto importante es el de sucesion de Cauchy. Una sucesién {u,} C V es de Cauchy si
d(Upy Um) = ||ttn, — U || = 0, cuando  n,m — oo,

en particular una sucesién convergente siempre es de Cauchy.

Definicion 1.1.1. Un espacio de Banach es un espacio normado y completo; esto es, un espacio
normado en el que toda sucesion de Cauchy converge a un elemento del espacio.

Ejemplo 1.1.2. Sean Q un subconjunto abierto de R yp € [1,00). Sea V = LP(Q) el conjunto de
funciones f tales que |f|P es Lebesgue integrable en ). Identificando dos funciones f y g cuando
son iguales c.d.' en Q, LP(Q) se convierte en un espacio de Banach equipado con la norma

1/p
T ( / |f|”> .

Ejemplo 1.1.3. Sea V' = L>*(Q) el conjunto de las funciones esencialmente acotadas en ).
Recordemos que una funcion f: ) — R es esencialmente acotada si existe M > 0 de forma que

|f(x)] <M c.d. en .
Podemos definir para f € L*(Q)
| fllzee@ = mf{M € R : |f(z)| < M p.c.t. en Q}.

Identificando dos funciones de L*°(QQ) cuando coinciden c.d. en 2, lo anterior define una norma
con la cual L>(§2) es un espacio de Banach.

Sea V' un espacio vectorial sobre R. Un producto interior en V' es una funcién
(,): VXV =R,

tal que para A\, u € R, u,v,w € V se cumple

1Se dice que una propiedad se cumple casi dondequiera (c.d.) en un conjunto €2, o bien que se cumple para casi
todo (p.c.t.) x € Q, si se cumple para todos los puntos de €2 salvo un conjunto de medida cero



1. (Au+ po,w) = Mu,w) + p(v, w).
2. (u,v) = (v,u,)
3. (u,u) > 0; (u,u) = 0siy sélosiu=0.
Un producto interior induce una norma, la cual esta dada por
loll = V/{v,0), (1.1.1)
y se cumplen las siguientes relaciones.
Proposicion 1.1.4. Sean u,v € V. Entonces se tiene:

1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz
[{w, )] < [Jullf|v]]-

2. Identidad del paralelogramo

lu+ vl + flu = ol* = 2([[ul* + [|v]*)

Definicion 1.1.5. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial con producto interior (-,-) que
es completo respecto a la norma inducida (1.1.1).

Ejemplo 1.1.6. El espacio L*(2) con el producto interior

(u, v) 1200 —/uv,
Q

es un espacio de Hilbert.

Proposicion 1.1.7. Un subespacio vectorial V' de un espacio de Hilbert H es un espacio de Hilbert
sty solo si V' es cerrado en H.

Sean H un espacio de Hilbert con producto interior (-,-) y V' un subespacio vectorial de H. El
espacio ortogonal a 'V en H se define como

Vi={veH: (u,v)=0 VYucV}
El espacio ortogonal se puede caracterizar de la siguiente forma.
Proposicion 1.1.8. Sean V' un subespacio vectorial de H y w € H. Entonces

w €V = ||lw|| = if |jw—v].
veV

Si V es cerrado, el infimo se alcanza y es tnico.



Teorema 1.1.9 (Proyeccion Ortogonal). Sea V' un subespacio vectorial cerrado de H. Entonces
para cada uw € H, existe un unico v € V tal que

|lu —v| = inf [Ju—wl.
wevV

Sea H un espacio de Hilbert. Un funcional en H es una funciéon L : H — R lineal. Al conjunto
de todos los funcionales acotados (i.e. continuos) en H se le denomina espacio dual y se denota por
H*. El siguiente resultado da una descripcién completa del espacio dual de un espacio de Hilbert.

Teorema 1.1.10 (de Representacion de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert. Para cualquier
T € H* existe un unico ur € H tal que

1. Tu = (up,u) para todo u € H.
2Tl = llurll.

Decimos que ur es el elemento de Riesz de T asociado al producto interior (-,-). Més atin, H*
equipado con el producto interior

<T1a T2>H* = <UT17 uT2>7

es claramente un espacio de Hilbert. Asi, el teorema de representacién de Riesz permite la identifi-
cacion de un espacio de Hilbert con su dual.

1.2. Espacios de Sobolev

Un vector de la forma a = (v, .. ., ag), donde cada componente «; es un entero no negativo, se
denomina un multi-indice de orden |a| = a; + -+ +agq. Si |a| < k, z € R4, y u € CF(Q), se pueden
definir la derivada a-ésima de u y la potencia a-ésima de x como

lday (22
Druly) = o)

1 d

Si k es un entero no negativo,
DFu(z) := {D%(z) : |a| = k},

es el conjunto de todas las derivadas parciales de v de orden k. En el caso particular £ = 1, se
considera a los elementos de Du arreglados en forma de vector (gradiente):

Du = (0y,u,...,0,u).

Sea C2°(2) el espacio de las funciones infinitamente diferenciables ¢ : 2 — R con soporte
compacto en €2. A los elementos de este espacio normalmente se les llama funciones de prueba.
Supongamos que u € C1(Q) y ¢ € C(Q); por la férmula de integracién por partes

/u@xigb de = — / ¢ Oy, udz, ie{l,...,d}, (1.2.2)
Q Q
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de forma mas general, si se tiene un multi-indice «, aplicando la férmula anterior |a| veces se
tiene

/uDo‘gbdx: (—1)a|/¢Daudx, ie{l,...,d}. (1.2.3)
Q Q

Nétese que el lado derecho de (1.2.3) tiene sentido incluso si u no pertenece a C*(Q); sélamente
es necesario que u € L}, () (i.e. es localmente integrable). Esto motiva la siguiente definicién

Definicién 1.2.1. Sean u,v € L},.(Q) y a un multi-indice. Decimos que v es la a-ésima derivada
débil de u, denotada D“u = v, si se cumple

/QuDangdx( )C“'/Qvgzﬁdx.

para todas las funciones de prueba ¢ € C°(£2).

La a-ésima derivada débil de una funcién u, si existe, es inica (médulo una redefinicién en un
conjunto de medida cero) y claramente coincide con la a-ésima derivada clésica de u, si es que esta
ultima existe.

Ejemplo 1.2.2. Sea f € C(R) la funcion dada por

x, stx >0,
0, stz<0.

f(x)—%r—{

Entonces f es débilmente diferenciable y su derivada débil estd dada por la funcion de Heavyside

Hiz) = 1, stz >0,
B 0, stx<0.

La eleccion del valor de f'(x) en x = 0 es irrelevante, ya que la derivada débil se define mddulo
conguntos de medida cero. Para probarlo nota que para cualquier ¢ € C°(R), utilizando integracion

por partes se tiene
[0 = [ as@io=— [ otz = [ Ho.

Ejemplo 1.2.3. La funcion de Heavyside definida en el ejemplo anterior no es débilmente diferen-
ciable. Para demostrarlo supongamos lo contrario, esto es, que eriste una funcion v € L}, .(R) tal
que

/RH¢’= —/Rw, Vo € C=(R).

Entonces se cumple, en particular, que

/0°° Vo= _/OOO ¢'=0, Ve lr(000).

/_iow—‘/_;o—o V6 € C2(—00,0).



Esto implica que v =0 c.d. en R, por lo que

o) =~ [ o=~ [HE=0 woecrm)

lo cual es una contradiccion.

Definicién 1.2.4. Sean k € N, p € [1,00]. El espacio de Sobolev W*P(Q) se define como
WHhP(Q) == {u € LP(Q) : D*u existe y D°u € LP(Q) para |a| < k}

En el caso particular p = 2 usualmente se escribe W"?2(Q2) = H*(Q2). Nota que H°(Q2) = L?(Q).
Al igual que en los espacios LP(€2), en los espacios de Sobolev se identifica a dos funciones cuando
coinciden casi dondequiera.

Para u € W*P(Q) se pueden definir las normas
1/p

lallwesy = | S 1D%ll,q | pelLoo),
|| <K

lullwrcey = > D] =0,

laf<k

con las que W*P(Q) se convierte en un espacio de Banach. Mds atin, H*(2) es un espacio de Hilbert
con producto interior

<u, U>Hk(Q) = Z <l)0[u7 DQU>L2(Q).
|la|<k
1.2.1. Encajes de Sobolev
Sean V' y W dos espacios de Banach con V' C W. Decimos que V esta encajado continuamente
en W (se escribe V' — W) si existe una constante ¢ > 0 tal que
[ollw <clloly  VoeV,

en otras palabras, la identidad es un operador acotado.

Teorema 1.2.5 (Encajes de Sobolev). Sea Q € R? un dominio Lipschitz. Entonces se cumple lo
stquiente:

(a) Sik < %, entonces WHP(Q) — L4(Q) para toda q < p*, donde ]% = %

(b) Si k= %, entonces W*P(Q) < L(Q) para toda q < .



(c) Si k> %, entonces WFP(Q) — Ck_[%]_l’ﬁ(Q), donde

_{{g]ﬂ_g, si

cualquier niumero positivo < 1, si

¢ Z
€ Z.

Tl I

Como ayuda para recordar este resultado, nota que entre mas grande el producto kp, mas suaves
son las funciones de W*P(Q). Hay un valor critico d (la dimensién del espacio), tal que si kp > d, se
tiene que las funciones de W*P(Q) son continuas 2. Para ver qué tan diferenciables son las funciones
se puede aplicar este resultado sucesivamente, i.e. cuando k& —1 > % tenemos que W*?(Q) — C1(Q).

Los espacios de Sobolev estan basados en los espacios L, por lo que las funciones estan definidas
de manera tinica sélamente c.d. en Q. Como la frontera 99 tiene medida cero en RY, parece que no
tiene mucho sentido definir el valor en la frontera de una funcién en un espacio de Sobolev. Para
resolver esto, es necesario generalizar la nocién de restriccion a la frontera.

Teorema 1.2.6 (Traza). Sean Q2 un dominio Lipschitz en R?, p € [1,00). Entonces existe un
operador lineal y continuo y : WHP(Q) — LP(0R), tal que

(a) yv = v|sq siv € WHP(Q) N C(Q).
(b) Hay una constante ¢ > 0 tal que ||yv||r) < cllv]lwrrg).-
(¢) El mapeo v : WP(Q) — LP(09Q) es compacto.

A v se le conoce como el operador de traza, y yv se puede considerar como una generalizacion
de la restriccién a la frontera de v. El operador de traza no es en general ni inyectivo ni sobre.

El rango v(W!?(2)) es un subespacio mas pequeno que LP(9S2), concretamente Wlfi’p(ﬂ). En
particular,es comun tratar problemas de valores a la frontera en los que hay que trabajar con trazas
de funciones de H*(2), por lo que es 1til recordar que?

H'?(00) = 7(H' ().
A este espacio se le puede equipar con la norma ||g|[g1/290) = Mf |[v][z1(q).-
cH Q)

Y=g

1.3. Transformada de Fourier y Distribuciones

Para todas las funciones f € L*(R?) se define la transformada de Fourier F a través de
FIE) =€) =@m) " | flu)e " dr.
R

Por la desigualdad de Holder, se tiene F : L'(R?) — L>(R?). De hecho, es posible demostrar que
f es uniformemente continua.

2Més precisamente, iguales a una funcién continua casi en todas partes.
3Los espacios de Sobolev fraccionarios sobre R? se definirdin més adelante.



Nota que la transformada de Fourier de una funcion integrable no es necesariamente integrable.
Por esta razén es mas conveniente trabajar en el llamado espacio de Schwartz o de funciones de
descenso rdpido

SR := {u € C*RY) : 2°D*u € L®(R?) Va,B € N}
De la definicién se sigue entonces que
F: S(RY) — S(RY),
y ademas que para multi-indices «, § cualquiera
F@lf)=@PDf vy FDL) = @),

es decir, la transformada de Fourier transforma polinomios en derivadas y viceversa.

Para f € L'(R?) definimos el operador F* como

Frfl@) = @m" | fE)eede.

Un resultado importante es el siguiente.

Teorema 1.3.1 (Plancherel). La transformada F : S(R?) — S(R?) es un isomorfismo con inversa
F* que preserva el producto interior de L?(R?).

A los elementos del espacio dual S(R?)* se les llama distribuciones temperadas. Para p € [1, o0]
hay una inyeccién natural de LP(R?) en S(RY)* dada por

(fyuy = » f@)u(z)de  Yu e S(RY).

De manera similar, a cualquier medida finita en R? se le puede asociar un elemento de S(RY)*.

El ejemplo bésico es la delta de Dirac, definida por
(6,u) = u(0) , o de manera més general (d,,u) = u(z) Vu € S(RY).
En el espacio S(R?)* se puede definir la a-ésima derivada distribucional
D : S(RY)* — S(RY),
a partir de la relacion
(DT u)y = (=1)*(T, Du),
para T' € S(R?)*, u € S(RY). De manera similar,
(fT,u) = (T, fu)

define el producto fT con T € S(R%)*, siempre y cuando f y sus derivadas crezcan a lo mas como
un polinomio.



Ejemplo 1.3.2. Sea H la funcion de Heavyside
1 x>0
Hax)={ ~'="
0, stx<0.

Entonces si u € S(R), se tiene que

o) = u0) == [ o= (1.5 = (G,

lo cual implica que

— =90 en S(R)*.

La transformada de Fourier F : S(R?) — S(R?) se puede extender al espacio de distribuciones
S(R?)* mediante

(FT,u) = (T, Fu), vu € S(R?),

con una formula andloga para la transformada inversa JF*.

Existe una generalizacion de la transformada de Fourier que sera 1til mas adelante. Para definirla
consideremos a los subespacios S, de § definidos como

Smi={p €8 :9(x) =O(|z[|") para |z]| =0, m e N},

recordando que ¢(x) = O(||z[|™) significa que [¢(x)|/[|z[|™ estd acotada cerca de cero. Entonces
si f es una funcién continua que crece a lo mds como un polinomio, se dice que f : RA\{0} — R es
su transformada de Fourier generalizada si existe un numero m € N tal que

[ @dadr= | f@)oa)dr

para cualquier ¢ € Sy,,. Al nimero m mas pequeno que cumpla lo anterior se le denomina el

orden de f.

Si se tiene una funcién f € L'(R?) U L?(R%), la transformada de Fourier generalizada coincide
con la transformada de Fourier clésica (el orden es cero). De igual forma, la transformada de Fourier
generalizada y la transformada de Fourier en el sentido de distribuciones coinciden en el conjunto Sy,

Los espacios de Sobolev basados en L?(R%) poseen una caracterizacién muy ttil en términos
de la transformada de Fourier. Utilizando el teorema de Plancherel no es dificil demostrar que
u € HF(R?) siy sélosi (1+ [£]*)a € L*(R?) y las normas

1/2

1/2
T N e A LG R SO

o<k



son equivalentes. Esto sugiere una generalizacion de H*(R?) en la que k se pueda reemplazar
por un numero real s:

HY(RY) = {f € S(RY)" : f es una funcién y || ]2 = / (P (1 + | dg < oo},

1.4. Kernel Reproductor

Supongamos que H es un espacio de Hilbert compuesto de funciones f : 2 — R, donde €2 es un
conjunto no vacio. Se dice que una funcién K : 2 x 2 — R es un kernel reproductor de H si

1. K(-,y) € H para cualquier y € €.

2. f(y) = (f, K(-,y))u para cualquier f € H y y € Q.

De la segunda propiedad se sigue facilmente que si un espacio de Hilbert tiene un kernel reproductor,
éste es unico. Una caracterizacion de los espacios de Hilbert que tienen un kernel reproductor es la
siguiente

Proposicion 1.4.1. Supongamos que que H es un espacio de Hilbert compuesto de funciones
f:Q — R. Entonces son equivalentes:

1. Los funcionales de evaluacion o, : f — f(y), f € H, son continuos para toda y € Q; en otras
palabras, 6, € H* Vy € (.

2. El espacio H tiene kernel reproductor.

El siguiente teorema enuncia algunas propiedades importantes de un espacio de Hilbert con
kernel reproductor.

Teorema 1.4.2. Supongamos que que H es un espacio de Hilbert compuesto de funciones f : 0 — R
con kernel reproductor K. Entonces

1. K<$7y) = <K(7I)7K(7y>>H = <5€E75y>H*f para x,y € Q
2. K(z,y) = K(y,z), para z,y € Q.

3. Si f € Hy f, es una sucesion que converge a [ en la norma de H, entonces f, converge
puntualmente a f.

4. H es continuamente encajable en C°(Q).
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2. Interpolacion Multivariada con RBF

2.1. Enfoque Abstracto

En muchas disciplinas cientificas uno se enfrenta al siguiente problema: encontrar para cierto
conjunto de datos (mediciones y las ubicaciones en las que se obtuvieron las mediciones) una regla
que permita deducir informacion sobre el proceso que se estudia en lugares donde no se realizaron
mediciones. Esto es, se busca una funcion s que ajuste “adecuadamente” a los datos; hay muchas
maneras de decidir el significado de “adecuadamente”, en nuestro caso el tinico criterio es que la
funcién s coincida con los datos de las mediciones. A este enfoque se le conoce como interpolacién.
Una formulacion precisa del problema es la siguiente

Problema. Dado un conjunto de datos (xj,u;) € Q xR, j € {1,...,N}, donde Q2 C R? es una
region, encontrar una funcion continua s : €2 — R tal que

s(x;) = uy, je{l,...,N}

Es un resultado conocido que en el caso unidimensional se puede escoger s como un polinomio
de grado a lo mds N — 1. Lo notable en este caso es que el espacio de funciones interpolantes sélo
depende del nimero de puntos en X = {xy,...,xy}, mas no de los valores explicitos de (x;, u;).
Asi, suena razonable buscar espacios con esa propiedad en dimensiones mayores; el concepto que
generaliza lo anterior es el de espacio de Haar:

Definicién 2.1.1. Supongamos que 2 € R contiene al menos N puntos y sea V- C C(Q2) un espacio
vectorial N—dimensional. Entonces se dice que V' es un espacio de Haar de dimension N sobre
Q si para cualesquiera puntos distintos Xy,...,Xy € 2 y cualesquiera uy, ..., uy € R existe una
tnica funcion s € V tal que s(x;) =u;, j € {1,...,N}.

Desafortunadamente, Mairhuber y Curtis demostraron el siguiente resultado:

Teorema 2.1.2. Supongamos que d > 2 y que Q C R? contiene un punto interior. Entonces no
existe ningun espacio de Haar sobre Q) de dimension N > 2.

Por esta razom, si se trabaja en dimensiéon mayor a uno, es imposible fijar un espacio N-
dimensional de funciones que sea apropiado para todos los conjuntos de N nodos. Esto es, si se
busca un esquema apropiado de interpolacién en R? es necesario imponer condiciones sobre los nodos
de forma que sea posible interpolacién estable con polinomios, o bien que el espacio de funciones
dependa explicitamente de los nodos. Utilizando la teoria de espacios de Hilbert, el problema de
interpolacion se puede tratar de la siguiente manera. Sea X :a < x1 < 9 < ... < xy < b un
conjunto de nodos en R? y V un espacio de Hilbert de funciones sobre R?. Buscamos entonces una
solucién al siguiente problema:

11



Problema. Encontrar una funcion o € V que cumpla las siguientes condiciones:
1. 0 € Xy donde X; = {u € Vu(z;) =u;, i=1,....N}, conu; € R? datos.
2. 0 = infuex, [lullv
Supongase ahora que el espacio V' tiene un kernel reproductor K. Entonces no es dificil ver que:
Xr={uveV|<ulK(,z;) >»y=u;, i=1,..,N},
es una variedad lineal o coset del subespacio dado por :
X ={ueV|<ulK(,z;)>y=0, i=1,.,N},

esto es, si v,w € X, entonces v —w € XV.

Debido a que la funciéon o interpola, pertenece al conjunto X;; ademas como o tiene norma
minima (i.e. distancia minima al cero), el teorema 1.1.9 (Proyeccién Ortogonal) nos dice que es la
. . L L .
tinica funcién que pertenece a X; N XY™, donde X9 es el espacio ortogonal a X?9.

Recordemos de dlgebra lineal que el espacio generado por el conjunto {K (-, z;)}Y; se define
como

N
span{ K (-, x;)}Y, = {Z)\iK(-,xi) NER Vie {1,...,N}}.
i=1

Si tomamos v € X?, entonces < v, sz\il MK (-, ;) >= 0 para cualesquiera \; € R, es decir
v E span{K(-,xi)}filL. De igual manera si v € span{K(~,a:i)}f\L1L, se tiene en particular que
v(x;) =< v, K(-,2;) >= 0 para toda j € {1,..., N}, lo cual implica que v € X}. Por esta razén
se cumple

X?L = span{ K (-, x;) fil,

en otras palabras, el interpolante o es de la forma

o(x) = Z)\jK(ij), (2.1.1)

por lo que al conocer la forma explicita del kernel reproductor y los valores \; puede determinarse
el spline interpolante o. Sustituyendo en la ecuacién anterior x = z; y utilizando que o(x;) = u;,
resulta el sistema lineal

K(ﬂ?l,JIl) K(.ﬁL’l,xQ) K<$1,$N> )\1 U1
e I 212)
K(l’N,ZL‘l) K(ZL‘N,ZEQ) K(I’N,ZL'N> )\N unN

del cual se obtienen los valores A;. A la matriz de este sistema se le conoce como la ma-
triz de Gram, y es invertible por el teorema 1.1.9. Es decir, para un conjunto fijo de nodos
X:ia<x <x9<...<zpy <b, el problema tiene solucién tnica.
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2.1.1. Splines Cubicos

A continuacién aplicaremos los resultados anteriores al caso de los llamados splines cubicos.

Definicion 2.1.3. El conjunto de splines ciubicos correspondiente a la descomposicion X :a < x1 <
To < ...<zxy <b estda dado por

S3(X) :={s € C?a,b] : s

[@i,wi+1] € ]P?)(R)ao < { < N},

donde xo = a, xny1 = b. En otras palabras, son las funciones con dos derivadas continuas que
coinciden con polinomios cibicos en los intervalos definidos por X.

El espacio S5(X) tiene dimensién N + 4, por lo que las condiciones de interpolacién s(x;) = f;
no pueden garantizar un tunico interpolante. Una estrategia posible para solucionar esto es trabajar
con los llamados splines naturales, los cuales consisten en los splines ctibicos que son rectas en los
intervalos exteriores [a, z1], [z, b]:

NS3(X) :={s € S3(X) : 8|(am1] Sliwn ] € P1(R)}.

Este nuevo espacio tiene N dimensiones y es posible demostrar que el problema inicial de
interpolacion tiene una tinica solucién en N S3(X).

En este caso se tomaremos a V como H?(0, 1), el espacio estéandar de Sobolev equipado con el
producto interior
<L u, v > p20,1)= u(0)v(0) + u(1)v(1) + (u”, v") r2(0,1).- (2.1.3)

Nota que este es un producto interior equivalente al definido en la seccién 1.2. Veremos que
los interpolantes asociados con este espacio son justamente los splines ctbicos naturales. En este
contexto el problema de interpolacién se puede expresar como

Problema. Encontrar una funcién o € H*(0,1) que cumpla las siguientes condiciones:
1. 0 € X; donde X; = {u € H*(0,1)|u(z;) =u;, i=1,...,N}, conu; €R datos.
2. 0= fnfueXI Hu||H2(071)

Una pregunta natural seria: ;Por qué uno buscaria una funcion o que minimice fo |u" (x)|* dx ?
Hay dos respuestas:

» La curvatura de la funcién o es o”/(1 4+ 0’?)%/2, lo que la hace éptima en el sentido de que
interpola con la menor curvatura total si o’ es pequena.

= Esta funcion aproxima la soluciéon de un problema de la fisica, en el que una barra uniforme,
delgada, elastica y lineal es deformada para interpolar los puntos especificados en ausencia
de fuerzas externas. La forma de dicha barra esta determinada por un principio de energia
minima, en este caso energia potencial elastica, y la forma funcional de la energia se aproxima
a primer orden por la integral fol |u"(x)|? d.
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Supondremos ahora que el espacio H?(0,1) tiene un kernel reproductor K y definimos a los
conjuntos
X = {u € H2<07 1)’ < u’K(a xl) >>H2(0,1): i, =1, N}7

X} ={ue H*0,1)| < ulK(-,z;) >p201y=0, i=1,..,N}

Como se vi6 en la seccién anterior, si v, w € X, entonces v —w € X?. Ademaés el interpolante es
de la forma

N
o(x) =Y NK(z,x;), (2.1.4)
j=1
donde los coeficientes \; se encuentran resolviendo el sistema (2.1.2). Para encontrar la forma
explicita del Kernel reproductor, nota que utilizando dos veces integracion por partes, el producto
interior (2.1.3) se puede escribir como

1
< u,v >0y = u(0)(0) + u(L)v(1) + [u”(@)v'(z) — u” (z)v(2)]]o + /0 u (@)o(z) dz
1
= u(0)v(0) + v (0)v(0) + u(1)v(1) — " (1)v(1) — " (0)v'(0) + " (1)v' (1) + /0 u® (z)o(x) de. (2.1.5)

La forma del producto interior sugiere que el kernel reproductor debe ser de la forma K = f +p,
donde f es la solucion fundamental del operador & es decir, solucion de la ecuacién

dz%
d* f(z,y)
da?

=d(z —y),

sz . . d* . . . AN
y p es una funcién perteneciente al espacio nulo del operador 7 (i.e. un polinomio ctibico) tal que

los términos de frontera en (2.1.5) sean nulos. Asi, al sustituir u por la funcién K en la ecuacién
(2.1.5) claramente se satisface la propiedad reproductora.

El objetivo es ahora encontrar la forma explicita de las funciones f y p. Por el ejemplo 1.3.2,
tenemos que
& f(z,y)
dx3
con H la funcién de Heavyside; de esta forma, integrando 3 veces se obtiene la solucién
fundamental

= H(z —y),

flz,y) = é(z —y)3,

donde (z — y)+ = méx{z — y,0}. La funcién p se propone como

p(z,y) = ap + ar1(x — y) + az(x — y)* + az(z — y)*,

donde los coeficientes se escogen de forma que se anulen los términos de frontera en (2.1.5). Si
escribimos K, (x) = K(z,y), estas condiciones se traducen en
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Al sustituir la propuesta del Kernel, lo anterior se convierte en un sistema de 4 x 4 para los
coeficientes del polinomio:

ap — a1y + asy® + az(6 — yg) =0
ap+ar(1—y) +ax(1 —y)* +as((1 =)’ = 6) = 1= = (1 —y)°
as — 3azy =0
2ay + 6az(1 —y) =y —1

el cual tiene por solucién

(y* —2¢° + Ty* — 6y + 3)

W[

ag =

1
ay = =(2y° — 3> + Ty — 3)

3
1

as = —5?/(1 —y)
1

as = _6(1 )

Asi, juntando términos encontramos finalmente la expresion del kernel reproductor

K(r,) = (= 9)%+ (= D+ (5 — 397 + 29)2) + 2y + (1~ )(1 — ).

Dada esta expresion, es evidente entonces que el interpolante dado por (2.1.4) es un polinomio
clibico por piezas tal que o € C%(0, 1), es decir, o es un spline ciibico.

A continuacién encontraremos una expresion alternativa para los splines ctibicos naturales, que
sera util para motivar la teoria en dimensiones mayores. Por los resultados anteriores, un spline
cibico cualquiera en el intervalo [a, b] se puede escribir de la forma

3

o(x) = Z o —x;)% + Zﬁjxj, x € [a,b]. (2.1.6)

J=0

. ., 3 . . .

En el intervalo [a, 1] esta expresién se reduce a o(z) = >5_; 8;27, y debido a que un spline

cibico natural es una recta en los intervalos exteriores, necesariamente 3, = 3 = 0. Asi, (2.1.6) se
reduce a

N
o(x) = aj(x—x;)% + B+ iz, = € [a,b]. (2.1.7)
Jj=1
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Para encontrar la expresion de o en el intervalo [z, b], simplemente hay que remover los
stmbolos + de las funciones truncadas (- — z;)3 en (2.1.7). Utilizando el teorema del binomio para
expandir la potencia cibica se tiene

Z (2) (—1)3—k (Z Ozja,’j?_k> g(;k‘ + 60 + ﬁlx, xr € [Qj‘N’ b]’ (2.1.8)

k=0

y como esto representa una recta, los coeficientes tienen que cumplir

N N
Y a;=> az;=0. (2.1.9)
j=1

=1
Esta es una caracterizacién mas de los splines ctibicos naturales, pero podemos decir atin mas;
utilizando la identidad 27 = (|z|> + 2%)/2 y las restricciones anteriores tenemos que

o(x) = Z J|x—x]|3+2 (@ —2;)* + Bo + i

N
:Z I_x]|3+z () 3kzaj3kk+ﬁo+ﬁlx

7=1

[\3|Q

dj‘.’ll’ — $j|3 + BO + Blﬂﬁ,

M- 1

1

J

donde los nuevos coeficientes estan dados por

@j:%, je{l,...,N}
_ 1
Bo = Po — §Z%$§’
j=1
N 3
=B+ 32
j=1
Teorema 2.1.4. Todo spline ciubico natural o se puede representar como
N
=Y agllr - o) +al),  weR (21.10)

donde ¢(r) =13, 1 >0, yp € P1(R); los coeficientes a; tienen que satisfacer (2.1.9). Inversamente,
para cualquier conjunto X = {z1,...,xx} C R de puntos distintos y cualquier u € R, existe una
funcién o de la forma (2.1.10), que cumple (2.1.9) e interpola, i.e. o(x;) =u;, 1 <j < N.

16



2.1.2. Spline de Placa Delgada

En adelante supondremos que m > d/2%. Es posible generalizar el tratamiento de los splines
cubicos de la seccién anterior a mayores dimensiones. En este caso, el problema de minimizacién no
se trabaja en espacios Sobolev, sino en los llamados espacios de Beppo-Levi:

V™R = {u € C(RY) : D*u € L*(RY), |a| =m}.

A diferencia de los espacios de Sobolev, en los espacios de Beppo-Levi s6lamente se requiere que
las derivadas de orden igual a m estén en L?(R?). Para este espacio definimos el semi-producto
interior

m!

(U, V) ym(pay = Z ol L D*uD%, (2.1.11)
|a|=m
donde el factorial de un multi-indice « se define como a! = a4!---ay!. Nota que el espacio nulo

de la semi-norma inducida por (2.1.11) es simplemente el espacio P,,_;(R%) de polinomios en d
variables de grado menor a m.

Los coeficientes en (2.1.11) se escogieron de esa forma tomando como motivacién el teorema
del multinomio, el cual nos dice que podemos expresar ||z||*” como > laj=m ™! 2% /al. De igual
manera se puede expresar al laplaciano iterado A™ como Z‘M:m m! D?* /a!. Estos dos hechos serdn
importantes mas adelante.

Por simplicidad, analizaremos el caso m = d = 2. En este caso, el problema de interpolacién se
puede enunciar como:

Problema. Encontrar una funcion o que cumpla las siguientes condiciones:
1. 0 € X; donde X; = {u € V*(R?) |u(x;) =u;, 1€ZL}, conu; €R datos.
2. 0= infueXI |u|V2(R2)

Al igual que en la seccién anterior, la seminorma |- [2(g2) es proporcional a la energfa elastica, en
este caso de una lamina delgada de metal. Por eso se puede interpretar a la grafica del interpolante
como la forma que tomarfa una placa infinita de metal si se obliga a pasar por los puntos (x;, u;).
Por esta razon se les llama a las soluciones del problema splines de placa delgada.

Supondremos también que el conjunto de nodos {z; };ez contiene un conjunto de puntos {z;};crs
que es P;(R?)-solvente, esto quiere decir que si p € P;(R?) y p(z;) = 0 para toda j € J, entonces
p = 0. Ademas supondremos que {z;};c7 ya tiene el menor nimero de elementos posible; en nuestro
caso son 3 elementos ya que dim(IP;(R?)) = 3. Asi, podemos modificar (2.1.11) para convertirlo en
un producto interior genuino:

4Esta condicién nos permite suponer que las funciones con las que se trabajardn son continuas
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0*u 0*v *u 9*v  B*udv
L u, v >vemey= (U, v)p, + (U, V)y2r2) = gu(%)v(m]) + /R2 (633283:2 + 23x8y 20y + 8y28yQ> . (2.1.12)

Aplicando dos veces la formula de integracién por partes, y utilizando que las funciones decaen
a cero en infinito, este producto interior se puede expresar como

<L U, v >y2g2y= (U, V)p, —i—/ (A2u)v, (2.1.13)
RQ
donde A? es el bilaplaciano (segunda iteracién del laplaciano), i.e. A% = AA = pppr + 2050yy +
Oyyyy- Es posible demostrar que el espacio nulo del operador A? es justamente P;(R?), por lo que si
Vp es el subespacio de V?(R?) dado por

Vo={veV*R? v(z;)=0 jeJ},

entonces usando (2.1.13), se tiene que Vit = P;(R?), o equivalentemente, que el espacio V?(R?)
se puede descomponer como

V3(R?) =V, @ Py (R?). (2.1.14)

Ahora, por la unisolvencia de {z;};e7 podemos escoger p; € P;(R?), j € J, de manera que
pi(xr) = 0,1 (ie. pj(zg) es 1 cuando k = j y cero en otro caso) y span{p;}ies = P1(R?). A este
conjunto de polinomios se le llama una base de Lagrange de P;(R?) asociada a {z;}jcs. Asi, la
proyeccién IT : V2(R?) — P (R?) se puede expresar simplemente como

(Mv)(z) = Y pi(a)v(z;),  ve V(R (2.1.15)
JjeT
Por otro lado, se tiene
v(z) = (I = Mu(z) + (o) (z) = (Ko(:, ), v)v, + (Ki(, ), v)py, (2.1.16)

donde Ky, K7 son los kernels reproductores de Vy y Py respectivamente. Por la forma del
producto interior (-, -)p, es facil ver que el kernel reproductor K; estd dado por

Ei(y,z) =Y pi(ypi(z),  xyeR? (2.1.17)
JjeT
en efecto, Ki(-,z) € P;(R?) para toda x € R?, y si ¢ € P;(R?), se cumple
(¢, K(-,z))p, = Z Z q(zi)pj(zi)pj(w) = Z Z 6i5q(xi)ps(x) = Z q(z;)pj(x) = q(z), Ve e R (2.1.18)
i€J jeT €T jET JjET

Utilizando las ecuaciones (2.1.13) y (2.1.16) se sigue que el kernel reproductor Ky debe satisfacer
la ecuacion diferencial

A2h(y,x) = 6(y —x) = Y pi()d(y — x;), (2.1.19)
JjeET
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la cual por ser lineal tiene como solucién a

hy,z) = oy — ) — ij(:c)q)(y —xj), (2.1.20)

JET
donde ®(z) = & ||z||*log(||z]|) es la solucién fundamental del bilaplaciano. Recuerda que la
solucién fundamental es la funcién que satisface A?®(z) = §(z). Es posible demostrar que esta

solucién cumple h(-, z) € VZ(R?) para x € R?, por lo que para encontrar el kernel ky s6lamente hay
que calcular la proyeccién de h sobre espacio Vj:

Ko(-,x) = (I = (-, x) = h(-,x) = > h(;,2)p;(-).
JjeJ

En consecuencia, el kernel reproductor del espacio V?(IR?) se escribe como

K(y> ZC) = KO(y7 :C) + K1<y7 .I')
=d(y—2)— > pi@)@y—a) =Y piWPx—z;)+ Y pi@)p; W)@ — ;) + Y pi()pi(y). (2.1.21)

JjET JjET €J jeT JjET

Al igual que en la seccién anterior, se tiene que el spline interpolante o es la tnica funcién que

pertenece a X7 N X?L. Ademds se cumple también X?L = span{ K (-, x;) }ier, pero nota que en este
caso

span{K (-, x;) biex = span{K (-, z;) }Yier\ 7 ® span{K (-, x;)}jeg = span{Ko(, ;) }ien g ® P1(R?).

Por esta razon, se sigue que o es de la forma

o(r) = Z viKo(x, z;) + Zujpj(x), (2.1.22)

i€T\T jeg

donde los coeficientes ~;, se encuentran resolviendo el sistema

JENT jed

Aunque anterior resuelve por completo el problema de interpolacién, no se trabaja en la practica
con ese sistema debido a que la expresién del kernel reproductor (2.1.21) es complicada. De las

ecuaciones (2.1.22) y (2.1.21) se sigue que el spline interpolante ¢ tiene una unica representacién
de la forma

o(x) => N®(x — ;) +q(z), VzeR, (2.1.24)
i€T
donde ¢ € P;(R?). Nota que en esta nueva representacién hay N + 3 coeficientes (N en la suma
y 3 del polinomio) y sélamente N condiciones de interpolacién, por lo que hay que encontrar 3

condiciones extra para los coeficientes. Para ello, observa que por la propiedad reproductora, se
tiene

19



(v, W)y2r2) = Zkiv(xi), Vv € V3(R?),w € Vj,
ieT
lo cual implica que
> Ap(zi) =0,  VpeP(R?). (2.1.25)

i€

La discusion anterior se puede resumir en el siguiente teorema

Teorema 2.1.5. Todo spline de placa delgada o se puede representar como

o(@) => Xo(lz —xil) +qx), xeR’ (2.1.26)

=1

donde ¢(r) = rilog(r), r > 0, y q € P(R?); los coeficientes \; tienen que satisfacer (2.1.25).
Inversamente, para cualquier conjunto X = {xy,...,xx} C R? de puntos que contenga un conjunto
P, (R?)-solvente y cualquier u € RY | existe una funcidén o de la forma (2.1.26), que cumple (2.1.25)
e interpola, i.e. o(x;) = u;, 1 <i < N.

En dimensiones mayores la discusién anterior es valida, sélamente haciendo pequenas modifica-
ciones. En la ecuacién (2.1.13) es necesario sustituir el bilaplaciano A? por la m-ésima iteracién del
laplaciano A™; el espacio nulo de este operador ya no es P;(R?) sino P,,_;(R?). En consecuencia
hay que sustituir la solucién fundamental ® en (2.1.21) por la funcién

D) = am,deHjm_Zlog(HxH), si 2m > d y d es par, (2.127)
Bm.allx]|*™, en otro caso,
para z € R?, y con coeficientes dados por

(_1)d/2+1
m,d = ; 2.1.28
O = a2 (i — 1)l(m — d)2)! (2.1.28)

—1)"I'(d/2 —
Prm,a = Cmitd/2 —m) (2.1.29)

22myd/2(m — 1)1

Es muy interesante notar que al utilizar estas funciones con m = d = 1, se reduce todo al caso
de la seccion anterior, es decir a los splines cubicos naturales.

Es importante resaltar que en esta seccién, a diferencia de la anterior, se trabajé en todo el
espacio; esto es porque podemos encontrar facilmente una solucién a la ecuacién (2.1.19) en todo
R2. Si quisiéramos en contraste trabajar en un conjunto abierto y acotado £ C R? cualquiera, para
encontrar el kernel reproductor de V2(€2) tendrfamos que resolver el problema

A*U(x) =0, x € (),

con las condiciones
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o o? o?

T W)= L w(r) = - () =
O3 (z) o3 (z) 019012 () =0,

Y e e x € 01,
8x%8x%\y(x) - 8m%qj(x) - 8x§\y($) =0,

donde ¥ = & 4 U, con ® la solucién fundamental (2.1.27). Es virtualmente imposible encontrar
una solucion analitica a dicho problema para un conjunto arbitrario €2 y por esta razon fue necesario
trabajar en todo R2.

2.2. Funciones Positivas Definidas

Definicién 2.2.1. Una funcién ® : R — R es llamada radial, si existe una funcion ¢ : [0,00) — R

tal que:
o(z) = o([lzl),

donde || - || es la norma Buclidiana en RZ.

Tomando como motivaciéon las secciones anteriores, podriamos proponer para un problema de
interpolacién con centros {1, ...,xx} C RY un interpolante de la forma

= ZN:AJ»CI)(:C—:Uj), (22.1)

donde ® : R? — R es, por ejemplo, una funcién radial. Las condiciones de interpolacién
o(z;) =uj, j € {1,..., N}, conducen a un sistema lineal, el cual tiene solucién si y sélo si la matriz
de interpolaciéon con componentes

Ajp = ®(z; —ap),  jkef{l,... N}, (2.2.2)

es invertible. Un concepto importante para analizar este problema es el de funcién positiva
definida. Antes de dar la definicion, recordemos del algebra lineal el concepto de matriz positiva
definida.

Definicion 2.2.2. Diremos que una matriz real simétrica A es semidefinida positiva si su forma
cuadratica asociada es no-negativa, i.e,

N
Z cjCraji > 0 (2.2.3)

1 k=1

M=

J

para ¢ = (cy, ...,cn)T € RY. En particular, si el inico vector ¢ que satisface la igualdad en (2.2.3)
es el vector cero, entonces diremos que A es definida positiva.

Definicién 2.2.3. Una funcion continua ® : R¢ — C es positiva definida si

ZZ D (x; — ) > 0, (2.2.4)
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para cualquier conjunto {xy,...,xx} C R% de N puntos distintos por pares y ¢ = (cy,...,cn)T € CV.
La funcion serd estrictamente positiva definida si (2.2.4) es cero sélamente cuando ¢ = 0.

Una propiedad importante de las matrices positivas definidas, es que sus eigenvalores son
positivos, y por lo tanto son matrices invertibles. Asi, si en (2.2.1) la funcién & es estrictamente
positiva definida, el problema de interpolacién tendra solucion.

Ejemplo 2.2.4. La funcién dada por ®(x) = e para y € R? fijo, es positiva definida en RY. En
efecto, si c = (cq,. .. ,CN)T € CV es un vector cualquiera, se tiene

N N N N
Z Z cicr®(z; — xp) = Z Z c;Cpe @i Ty
=1 k=1 =1 k=1

N

N
. ATy —1T)Y
=D ey me

j=1 k=1

§ C 629:] Y

2

Aunque nosotros estamos interesados en problemas con datos y coeficientes reales, la definicién
de funcién positiva definida incluye el caso de funciones que toman valores en los complejos.
Esto simplifica algunas demostraciones y permite mas naturalmente el uso de técnicas como la
transformada de Fourier. Algunas propiedades importantes de las funciones positivas definidas se
enuncian en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.5. Supongamos que ® es una funcion positiva definida. Entonces se cumple:
1. (0) > 0.

d(—x) = ®(z) para cualquier © € RY.

® estd acotada. En particular, |®(x)| < ®(0) para toda x € R®.

®(0) =0 si y solo si ® es la funcion cero.

Si®q, ..., P, son funciones positivas definidas yc; > 0,1 < j < n, entonces & = Z?zl c;®; es
también positiva definida. Si alguna ®; es estrictamente positiva definida y su correspondiente
c; es positiva, entonces ® es también estrictamente positiva definida.

6. El producto de funciones positivas definidas es a su vez una funcion positiva definida.
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Ejemplo 2.2.6. La funcion coseno es positiva definida en R. Esto se sigue del ejemplo 2.2.4, la
propiedad 5 del teorema anterior y la identidad

1 . )
cos(x) = 5(6” +e7').

La segunda propiedad en el teorema 2.2.5 implica que una funcién positiva definida que toma
valores reales es necesariamente par. La siguiente proposicién nos dice que también nos podemos
restringir a vectores reales en la forma cuadratica.

Proposicién 2.2.7. Una funcion continua ® : R? — R es positiva definida si y sélo si es par y se

cumple
N N
Z Z cjcp®(z; — xp) >0, (2.2.5)
j=1 k=1

para cualquier conjunto {x1,...,xx} C R? de N puntos distintos por pares y ¢ = (cy, ...,cn)t € RY.

Supongamos ahora que ® € C(R?) N L*(R?) es una funcién con transformada de Fourier
integrable. Entonces por la féormula de inversion se tiene

®(z) = (2m) "2 /R d (&) Ed .

Asi, una forma cuadratica que involucre a ® se puede expresar como

iic i P(x (27) d/2ZZc]ck/ ’(mj_mk)'g d¢

j=1 k=1 j=1 k=1

N 2

. ZIJ£
E ;€

j=1

- ey [ afe) 3

Por esto, si ® es no negativa, entonces la funcion ® es positiva definida. El siguiente teorema
muestra que en realidad estas condiciones son equivalentes; fue demostrado por Bochner en 1933 y
es uno de los resultados méas célebres sobre funciones positivas definidas.

Teorema 2.2.8 (Bochner). Una funcién continua ® : R? — C es positiva definida si y sdlo si es
la transformada de Fourier de una funcién w € L*(R?) no negativa y acotada ®, i.e.

O(x) = (x) = 2r) Y2 [ w(é)e ™ de.

R4

5En realidad se trata de una medida de Borel finita y no negativa, pero éste es un detalle técnico que no serd
importante aqui.
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Observacion 2.2.9. Por teorema de Bochner se puede interpretar a la funcion ® del ejemplo 2.2.4
como la funcién positiva definida fundamental, ya que cualquier otra funcion positiva definida se
obtiene como una combinacion lineal (infinita) de .

En un problema de interpolaciéon nos interesa obviamente con funciones estrictamente positivas
definidas. De la simetria entre la transformada de Fourier y la transformada inversa se puede
encontrar un criterio para verificar si una funcion es estrictamente positiva definida, el cual se
enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.10. Supongamos que ® € L*(R?) es una funcion continua. Entonces ® es estricta-
mente positiva definida si y solo si estd acotada y su transformada de Fourier es no negativa y no
es idénticamente cero.

Ejemplo 2.2.11. La gaussiana ®(x) = e‘a””HQ,a > 0, es estrictamente positiva definida en R?.
Esto se debe a que la transformada de Fourier de una gaussiana es esencialmente otra gaussiana.
De forma mads explicita se tiene

A el

(&) = (2a) e o > 0.

El teorema 2.2.10, aunque util, tiene dos grandes limitaciones:

1. No contempla funciones que son muy importantes en la teoria de funciones de base radial
(e.g. spline de placa delgada), simplemente por no ser estrictamente positivas definidas. De
hecho, las gaussianas del ejemplo anterior son las tinicas funciones positivas que son radiales
y estrictamente positivas definidas en R? para toda d.

2. El teorema supone que la funcién es integrable en R?, lo cual es muy restrictivo y deja fuera a
funciones de base radial muy importantes, tales como los multicuddricos ®(x) = /c% + ||z||?.

La solucion a estos problemas es trabajar con la transformada generalizada de Fourier en el

espacio de Schwartz, ademas de generalizar el concepto de funcién positiva definida. Esto nos
permitird de manera més general a (2.2.1) formar interpolantes de la forma

N Q
o) = Z Aj®(x — ;) + Z apr(), (2.2.6)
J=1 k=1
donde Q = dim(P,,_1(R?)) y p1,...,pg es una base de P,,,_; (R?). Las condiciones de interpola-
cién
O'(Qlj):lbj, jE{l,...,N},

se completan con las condiciones de momentos

N
Z)\jpk(xj):(), k € {1,,@}
j=1
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Resolver este problema es equivalente a resolver el sistema lineal

(o 0) ()= () 227

donde A y P son matrices de N x N y N x ) respectivamente, cuyas componentes son

Aij = Oz — ), Pij = pj(z;).

Definicién 2.2.12. Se dice que una funcién par y continua ® : R — R es condicionalmente
positiva definida de orden m, si la forma cuadrdtica

N N
Z Z cicp®(x; — xy),

Jj=1j=1

es positiva para cualquier conjunto de centros {xy,... ,xx} C R? distintos por pares, y cualquier
c € RM\{0} que satisfaga
N
Z cip(z;) =0,
j=1

para todos los polinomios de grado menor a m.

Observa que una funcién condicionalmente positiva definida de orden m, es también condicional-
mente positiva definida de orden [ > m. También se cumple que si una funcion es condicionalmente
positiva definida de orden m en R?, entonces es condicionalmente positiva definida de orden m en
R¥, para k < d.

El que una funcién & sea condicionalmente positiva definida de orden m, se puede interpretar
como que la matriz A de componentes A;;, = ®(x; — x;) es positiva definida en el espacio de
vectores ¢ € RY tales que

N
S emlz) =0,  1<1<Q=dimP, (R
j=1

En este sentido, A es positiva definida en el espacio de vectores ¢ que son “perpendiculares” a
los polinomios. Asi, si en (2.2.6) la funcién ¢ es condicionalmente estrictamente positiva definida
de orden m y el conjunto de centros contiene un subconjunto P,,_;(R%)-solvente, el problema de
interpolacién tendrd solucién (la condicién de unisolvencia es para asegurar la unicidad).

El resultado anédlogo al teorema de Bochner para funciones condicionalmente positivas definidas
se expresa en términos de la transformada de fourier generalizada.

Teorema 2.2.13 (Madych & Nelson). Supongamos que ® es una funcion continua que crece a lo
mas como un polinomio y que posee una transformada de Fourier generalizada d de orden m, que
es continua en RN\{0}. Entonces ® es estrictamente condicionalmente positiva definida de orden
m sty solo si d no se anula Y es no negativa.
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2.3. Espacios Nativos

En las secciones anteriores se explicd el procedimiento para encontrar el kernel reproduc-
tor (y por consiguiente el interpolante) dado un espacio de Hilbert. En esta seccién se analizara
el otro caso, es decir dado un kernel radial construir su espacio de Hilbert asociado: su espacio nativo.

Primero enunciaremos un resultado que muestra la conexion entre espacios de Hilbert con kernel
reproductor y los kernels positivos definidos. El concepto de kernel positivo definido es una pequena
generalizacién de la nocién de funcién positiva definida. Esencialmente hay que sustituir ®(x; — xy,)
por ®(x;, z) en la definicién 2.2.3.

Teorema 2.3.1. Si H un espacio de Hilbert con kernel reproductor ® : €2 x @ — R, entonces ®
es positivo definido. Mdas aun, ® es estrictamente positivo definido st y solo si los funcionales de
evaluacion o, son linealmente independientes en H*.

Demostracion. Como el kernel ® toma valores reales y es simétrico, es posible considerar sélamente

coeficientes reales en la forma cuadrética. Para z, ..., oy € € distintos y o € RV tenemos
N N N 2
ZZ& ap®(xj, v) (Z ajéx],Zakéxk> Zajéxj > 0.
j=1 k=1 2+ j=1 "y

La tdltima expresion sélo puede ser cero si los funcionales de evaluacién son linealmente
dependientes. O

Por definicién de kernel reproductor, sabemos que H contiene a todas las funciones de la forma
f= Zjvzl a; (-, z;) siempre y cuando z; € Q. Ademds, por el teorema 1.4.2 sabemos que

£ =D 0D cjon(®@ (-, a7), B, ) oy = Zzaﬂk‘p(%%)‘

j=1 k=1
Tomando lo anterior como motivacion, definimos el espacio
Ho(2) == span{®(-,y) : y € Q},

y lo dotamos de la forma bilineal

(Z &jé(.’xj),zmtb(-,yk ) Zz%ﬁ,ﬂ) T, T).

o 7j=1 k=1

Teorema 2.3.2. Si ® es un kernel simétrico y positivo definido entonces (-, -)e define un producto
interno en Hg(2). Mds ain, He(S2) es un espacio pre-Hilbert con kernel reproductor ®.

Debido a que el teorema anterior establece que Hg(€2) es un espacio pre-Hilbert, i.e. no es
necesariamente completo, el primer candidato para un espacio de Hilbert con kernel reproductor ®
es la completacion He(§2) de He(£2) respecto a la norma || - ||¢. El problema es que los elementos
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de la completacién quedan simplemente como elementos abstractos de un espacio de Hilbert. Para
representar a estos elementos como funciones, consideremos primero el mapeo lineal

R:He() = C(Q),  R(f)(z):=(f, (1))

Para ver que el mapeo esta bien definido, nota que

|Rf(z) = Rf(y)| = (f, 2(2) = (- y))e < || fllel|P(, 2) — (-, y)lle,
y
|2(-, ) = (-, y) |5 = P(z, 2) + D(y,y) — 22(z,y),
por lo que Rf(x) — Rf(y) cuando x — y, i.e. R(f) € C(£2). Ademads, tenemos que este mapeo es

inyectivo y Rf(z) = f(z) para toda x € Qy f € He(Q2). Asi, podemos finalmente dar la definicién
de un espacio nativo.

Definicion 2.3.3. El espacio nativo correspondiente al kernel simétrico y positivo definido ® :
Q x Q — R se define como

Na(2) := R(Ha(Q2)).

Este espacio estd equipado con el producto interior

(fa g)Nq»(Q) = (R_lfa R_lg)q)'

Ciertamente, el espacio nativo asi definido es un espacio de Hilbert de funciones continuas en {2
con kernel reproductor ®. Debido a que ®(-, z) es un elemento de He(2) para x € €2, no cambia
bajo R, por lo que

f(ZL') = (R_1f7 <D(> $))<I> = (fv @(7 z))N@(Q) (231)
Teorema 2.3.4. Si ® : Q) x Q2 — R es un kernel simétrico y positivo definido entonces su espacio
nativo asociado Ng(Q) es un espacio de Hilbert con kernel reproductor ®. Este espacio es ademds
unico, i.e. st G es un espacio de Hilbert de funciones f : ) — R con kernel reproductor ®, entonces
G es el espacio nativo Np(Q) y los productos interiores coinciden.

En el caso especial en el que Q = R? y ® es invariante bajo traslaciones, el resultado anterior nos
permite dar la siguiente caracterizacién del espacio nativo utilizando la transformada de Fourier.

Teorema 2.3.5. Supongamos que ® € C(R?) N LY(RY) es una funcién real y positiva definida.
Definimos al espacio

~

G = {f € X®RYNCRY) : - e 12(RY)},

Vo

y lo equipamos con la forma bilineal

(£.9)g = (2m) " ( i ,4) = mye [ L) g,
\/5 \/5 LQ(Rd) R4 @(W)
Entonces G es un espacio de Hilbert con producto interior (-,-)g y kernel reproductor ®(- — ). Por

lo tanto, G es el espacio nativo de ® en R?, i.e. G = Ng(R?). En particular, cualquier f € No(R?)
se puede recuperar de su transformada de Fourier f € L'(RY) N L?(RY).
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Ejemplo 2.3.6. Recordemos que el espacio de Sobolev de orden s para s > d/2° se puede definir
como

H*R?) = {u € L*R)NCRY) s a(-)(1+]|-*)** € L*(RY)}.
Supongamos ahora que ® € L'(R?) N C(R?) satisface

a(l+[wl’)™ < ew) < e+ W)™, weR,

con s > d/2 y c; < ¢y positivos, es decir ® tiene una transformada de Fourier que decae
algebraicamente. Entonces por el teorema 2.3.5 el espacio nativo Ng(R?) correspondiente a ®
corresponde con el espacio de Sobolev H*(R?) vy las normas son equivalentes. Por esta razén los
espacios nativos son en cierta forma una generalizacion de los espacios de Sobolev.

A continuaciéon procederemos a construir el espacio nativo para un kernel condicionalmente
positivo definido. De manera andloga al caso anterior consideramos primero el espacio

N
{Za] NeNaeRY zy,....,z5y €9, con Zajp(xj) paratodop€P7},

j=1

el cual se convierte en un espacio pre-Hilbert al introducir el producto interior

(Zajq)('vxj)726kq)('7yk ) Zzajﬁkq) IJ?‘T/C)
j=1 k=1

=1 k=1

Para interpretar a los elementos de la completacién He(€2) del espacio Hg(§2) como funciones,
escojamos a un conjunto P-unisolvente {{;};es C 2 con |J| = dim P, y sea {p;};cs su base de
Lagrange asociada. Definimos primero la proyeccién Ilp : C(Q) — P

=> [E&)ps,
jeT
y ala funciéon G : Q x Q@ - R
Gy, z) = (I = p)®(y,"))(z) = ) =D pi(@)®(y,&). (2.3.2)

JjeET

Con esto podemos definir el mapeo lineal

R:He() = C(Q),  R(f)(x):=(f,G(1))e,

el cual esta bien definido ya que

5Esta condicién es sélamente para asegurar que las funciones son continuas.
"El espacio P en el caso de un kernel correspondiente a una funcién condicionalmente positiva definida de orden

m es simplemente P, _1(R%).
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[Rf(z) = RfF()] < Ifllel|G(,2) = G(- )|,

y
IG(, ) = G, y)lls =P(x,2) + B(y,y) — 20(x,y) — 2 _(ps(x y)(@(z, &) — Py, &)
jeJ
+ ) (pi(= ) (pr(z) — pr(y)) (&5, &),
5keg

lo cual implica que Rf(x) — Rf(y) cuando = — y. Al igual que en el caso anterior, el mapeo R
es inyectivo, sin embargo en este caso se cumple para f € Hg(2)

Rf(z) = (f,G(-,z) )= > pi(x) fla) = Tp f(x),

JjeET

por lo que hay que modificar ligeramente la definicién de espacio nativo.

Definicion 2.3.7. El espacio nativo correspondiente a un kernel simétrico ® : 2 x 0 = R que es
condictonalmente positivo definido respecto a P se define como

No(Q) := R(Ha(Q)) & P.
Este espacio estd equipado con el semi-producto interior
(f, Doy = (BH(f = pf), R (g — Ipg))a,
y en particular se cumple
f@) =Tpf(z)+ (/GO )@, € Na(Q),
donde G es la funcion definida en (2.3.2).

La forma bilineal (-, ), () es no es un producto interior; su espacio nulo es precisamente P.
Asi, es posible definir un producto en el espacio nativo N () mediante

(f,9) = (f9)waie) + D F(€)9(&). (2.3.3)

jeTJ

El siguiente teorema proporciona mas informacién acerca de la conexién que hay con los kernels
reproductores

Teorema 2.3.8. Sea X4(Q) el subespacio del espacio nativo Ng(S2) dado por

Xo(Q) ={f € No(Q) : f(§;) =0, j€T}=R(He(?)).

Entonces en este espacio la forma bilineal (-, ) n, () Se convierte en un producto interior y el espacio
cuenta con el kernel reproductor
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K(:)s,y) Zp] 5]7 ij $ g] Z p] pk (gjagk)

jeJ jeT 5ked

Mas aun, st G es un espacio con kernel reproductor K cuyo producto interior tenga espacio nulo
P entonces G es el espacio nativo correspondiente a ® en €2, i.e. el espacio nativo es unico.

El siguiente teorema es el resultado andlogo al teorema 2.3.5 para funciones condicionalmente
positivas definidas.

Teorema 2.3.9. Supongamos que ® es una funcion par, condicionalmente positiva definida de
orden m, cuya transformada de Fourier generalizada de orden m es continua en R\{0}. Sea G el
espacio de las funciones f € C(RY) que crecen a lo mds como un polinomio y tienen transformada

generalizada de Fourier f de orden m/2 que satisface f/\/g € L*(R%). Definimos en este espacio
la forma bilineal

— (27T)_d/2 f(w)m d

(f7 g)g e @(w) w.

Entonces G es el espacio nativo correspondiente a ®, i.e. G = Ng(R?), y los productos interiores
coinciden. Ademds, toda f € Ng(Q) se puede representar como

f(@) = Tpf(x) + (2m) "> /R ( =il ’é)

JjeT

Ejemplo 2.3.10. En este ejemplo encontraremos el espacio nativo correspondiente al spline de
placa delgada ®(z) = ||z||*log||z||, = € R?. Sabemos de la seccion 2.1.2 que ® satisface

21 o,
AD(z) =) aD2 d(x) = d(x).
|a|=2
Tomando transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion se tiene
2 oni 1
;2 —g)e(e) = o,

despejando obtenemos

A 1
2O = oy

Del teorema anterior, el semi-producto interior correspondiente al espacio nativo Ny(R?) se ve
como
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(o = [ FOT@2rlelde = 30 2 [ emfoa@de

\|2

=2 2 Daf(€)Dog(€)ds = z—', D® f(x)Dg(x) dx

CK‘ R2
= (f7 9)\/2(&2),

donde en la pendiltima igualdad se utilizo la identidad de Parseval, y (-,-)v2(m2) es el semi-
producto interior del espacio de Beppo-Levi V2(R?). En conclusion, el espacio nativo correspondiente
al spline de placa delgada es el espacio V*(R?), lo cual ya conociamos de la seccion 2.1.2.

2.4. Funciones Completamente Mondétonas

No siempre es sencillo calcular transformadas de Fourier, por lo que es necesario encontrar otros
criterios para saber si una funcién es positiva definida. A continuacién definiremos las llamadas
funciones completamente mondtonas, las cuales seran tutiles para este fin.

Definicién 2.4.1. Una funcion ¢ : [0,00) — R que pertenece a C[0,00) N C*(0,00) y satisface
(=1)!'e®(r) >0, r>0,VleN,

es llamada una funcion completamente mondtona en [0, 00).

Ejemplo 2.4.2. La funcion ¢(r) = e =", con € > 0, es completamente mondtona en [0,00) ya que
(=1)!'pW(r) = ele™ >0, leN.

Ejemplo 2.4.3. La funcién ¢(r) =

que

1
(1 ) con 3 >0, es completamente mondtona en [0,00) ya
(1)'¢"(r) = (=1)¥BB+1)---(B+1-1)(1+7r)"">0, €N,

De manera analoga al teorema de Bochner, el siguiente teorema establece para las funciones
completamente mondtonas una caracterizacién en términos de una representacion integral.

Teorema 2.4.4 (Hausdorff-Bernstein-Widder). Una funcion ¢ : [0,00) — R es completamente
mondtona en [0,00) si y sélo si es la transformada de Laplace de una funcién w € L'[0,00) no
negativa y acotada®, i.e.

o(r) = Lw(r) = /000 e "w(t) dt.

8 Al igual que en el teorema de Bochner, en realidad se trata de una medida de Borel finita y no negativa en
[0, 00).
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En el mismo estilo que en la observacion 2.2.9, podemos entonces considerar a la funcion ¢ del
ejemplo 2.4.2 como la funcién completamente monétona fundamental.

La conexién entre funciones completamente mondtonas y funciones positivas definidas fue
senalada por Schoenberg en 1938.

Teorema 2.4.5 (Schoenberg). Una funcion ¢ es completamente mondtona en [0,00) si y solo si
O = ¢(|| - |?) es positiva definida y radial en R? para toda d. Mds atin, si ¢ no es constante, se
tiene que ® es estrictamente positiva definida.

Ejemplo 2.4.6. Del teorema anterior y los ejemplos 2.4.2 y 2.4.3, se sigue que las gaussianas
d(z) = e<IoI” ¢ >0, y los multicuddricos inversos U(z) = 1/(1 + ||z||?)?, 8 > 0, son funciones
radiales y estrictamente positivas definidas en RY para toda d.

Claramente este criterio de monotonicidad es mucho mas simple que calcular transformadas de
Fourier. Entonces podria uno preguntarse por qué no se tomé este criterio como punto de partida y
si realmente era necesario estudiar el teorema de Bochner. La respuesta es que el teorema de Boch-
ner si es necesario, entre otras cosas para estudiar los espacios nativos y hacer estimaciones del error.

El criterio analogo al teorema de Schoenberg para el caso de funciones condicionalmente positivas
definidas se enuncia a continuacién.

Teorema 2.4.7 (Michelli). Sea ¢ € C[0,00) N C*>(0,00). Entonces la funcién ® = ¢(|| - ||?) es
radial y condicionalmente positiva definida de orden m en R? para toda d si y sdlo si (—1)™¢™ es
completamente mondtona en (0, 00).

En caso de que ¢ no sea un polinomio de grado a lo mas m, entonces ® es estrictamente
condicionalmente positiva definida de orden m.

Ejemplo 2.4.8. Sea ¢ la funcion dada por
o) = (=D +n)7  0<pEN

Entonces se tiene
60(r) = (=D)PIBB 1) (B =1+ 1)1 +1)"",
por lo que

(=D (r) = B8 = 1)+ (8 = [8] + D1+ 1)1

es completamente mondtona. Mds aiin, m = [3] es el niimero mds pequerio posible tal que (—1)™¢™
es completamente mondtona. Como 5 ¢ N, ¢ no es un polinomio, y por lo tanto el multicuddrico

() = (=111 + [|l2]*)7,

es estrictamente condicionalmente positivo definido de orden [B] y radial en R para toda d.
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Ejemplo 2.4.9. Sea ¢ la funcion dada por
¢(r) = (=1)/PV2eP2 0 < 5 ¢ 2N,

Entonces se tiene

¢(l)(7”) — (_1)%}/2%(; —1)--- (g 4+ 1)745/2*17

por lo que (—1)1812¢B1/2) ¢s completamente monétona y m = [5]/2 es el nimero mds pequerio
para el cual esto se cumple. Como B no es par,  no es un polinomio, y por lo tanto las potencias

®(z) = ()22, 0<p¢2N
son estrictamente condicionalmente positivas definidas de orden [[3]/2 y radiales en R para toda d.

Ejemplo 2.4.10. Los splines de placa delgada
®(x) = (=1)7|z[*log(||z]),  BeN,

son estrictamente condicionalmente positivos definidos de orden 3+ 1 y radiales en R? para toda d.

Para ver esto observa que
20(z) = (=1)" 2| log(||=]|*).

Esto sugiere que definamos la funcion ¢
o(r) = (=1)""1log(r), ~ BEN,

la cual obviamente no es un polinomio. Derivando se tiene

o) = (-1)"'B(B—=1)---(B—1+1)r" og(r) + p(r), 1€{1,....8},
donde p; es un polinomio de grado B — . En particular se tiene
¢\D(r) = (=1)Bllog(r) + C,
y finalmente

By _ s
§#0(r) = (-

la cual es completamente monotona. Esto es una prueba alternativa del teorema 2.1.5.

2.5. Estimacion del Error

El objetivo de esta seccién es realizar estimaciones del error para interpolacién con funciones
(condicionalmente) positivas definidas. Introduciremos primero el concepto de distancia de llenado
asociada a un conjunto X C €2 de nodos aleatorios:

h=hyo = i |z — iy
.0 itelggelgllw il

33



Esta distancia es justamente el radio de la bola mas grande que puede ser colocada entre los
datos. Lo que buscamos ahora es conocer, para una sucesion {P(h)}h de operadores de interpolacion,
si el error de interpolacién

[F

tiende a cero cuando h — 0, y qué tan rapido. La idea ahora es expresar al interpolante en su
forma de Lagrange, utilizando las llamadas funciones cardinales.

Sean A = (®(z4, 7)) € Myuxn(R), con ® un kernel condicionalmente positivo definido respecto
aP, P=(pj(x;) € Mnxg(R), con py,...,pg una base de P. Definamos a las funciones R(z) =
(®(x,21),...,0(z,2x))T € RN vy S(z) = (p1(2),...,po(x))T € R Si X es un conjunto P-
unisolvente, entonces el sistema lineal

A P\ (a9 (e
PT 0 5(3‘) —\0o /)’
donde e; es el j-ésimo vector candnico, tiene solucién tnica. Las funciones asociadas

N Q
wp =Y =a0(,2)+ > 8.
=1 k=1

*

se denominan funciones cardinales, y claramente satisfacen u;

pertenecen al espacio

N N
Ve="P+ {Z ag®(yx;) s ) apla;) =0, pe P} :
j=1

j=1

(x;) = 6;;. Ademas estas funciones

Teorema 2.5.1. Sea ® un kernel condicionalmente positivo definido respecto a P en Q C R,
Supongamos que X = {x1,...,xn} € Q es P-unisolvente. Entonces existen funciones u; € Vx tales
que uj(xz) = 0;j. Ademds también existen funciones vy,..., vy, tales que

A P\ (u*(z)\ _[R(x)
Pt 0) \v*(z))  \S(x))"
Observa que las funciones v} tienen la propiedad vi(x;) = 0. Como consecuencia, cualquier
interpolante se puede escribir de la forma

N

Pra(z) = Z Fz)u(z). (2.5.1)

J=1

Observa que la funcién oy es tan suave como las funciones uj, y éstas a su vez heredan la
suavidad de P y ® en su primer argumento. Asi, Si ® es de clase C* en su primer argumento y
P C C*(Q), el interpolante serd también de clase C*.

34



Otro ingrediente importante para obtener las estimaciones del error, es la llamada funcion
potencia. Para este fin, considera un dominio Q C R¢, un kernel positivo definido ® € C(2 x Q), y
un conjunto de nodos X = {z1,...,xx} C Q. Para un vector u € RY definimos la forma cuadratica

Qu) = QZUJ (x, ;) —i—ZZuluJ (@i, x))

7=1 =1

= <(1)(,l‘) _QZU] ZL'] N4> +Zzuluj (I)( xj)>/\/4>

Z l’ $] ,LL’) - Zujq)<x'xj)>1\/q>
Do

iL’Q?]

No

En el caso de que ® sea condicionalmente positivo definido el cédlculo anterior sigue siendo
vélido, pero es necesario sustituir en la dltima igualdad ® por el kernel modificado (2.3.2).

Definicién 2.5.2. Sea Q C R? abierto y ® € C(Q x Q) un kernel condicionalmente positivo definido
en Q respecto a P € C(Q). Si X = {x1,...,an} C Q es un conjunto P-solvente, se define a la
funcion potencia a través de

[Po.x(z)]” = Q(u*(x)),

donde u* es el vector de funciones cardinales del teorema 2.5.1.

Teorema 2.5.3. Sean Q € R? abierto, ® € C(Q x Q) condicionalmente positivo en € respecto a
PCCH), yX={x1,...,xn} CQ un conjunto de nodos P-unisolvente. Denotemos por P al
interpolante de [ en Ny(Q). Entonces para toda x € Q) se cumple

[f(2) = Pra(e)] < Pox(@)|[fllna@)
Si ® € C*(Q) y P € C*(Q), es posible aplicar este resultado con ligeras modificaciones a las
derivadas para obtener
D°f(2) = D*Prae(e)| < Py (@) f vy, lal <,
donde [P (2))2 = Q(D*u*(x)), y la forma cuadrética modificada es

Q(u) = DYDSP QZU,]D O (z, z; +ZZ“’UJ (@i, ;).

7j=1 =1

Con el resultado anterior se logré separar al error entre f y su interpolante en dos componentes,
un término independiente de f (la funcién de potencia), y un término independiente de los nodos
X. La tarea ahora es estimar a la funcién de potencia en términos de la distancia de llenado.
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En analisis numérico, la estrategia mas comiun para encontrar estimaciones del error, es aprove-
char la precisién polinomial de un método (al menos localmente), y luego realizar un desarrollo de
Taylor. Para poder usar esta estrategia, sera necesario que el dominio satisfaga la llamada condicion
de cono interior.

Definicién 2.5.4. Se dice que una regién ) € R? satisface una condicién de cono interior si hay
un dngulo 6 € (0,7/2) y un radio r > 0, tales que para cualquier x € ) existe un vector unitario
&(x), de forma que el cono

C={z+ y:yeR|yll.=1, y"¢x)>cosh, Xe0,r]},
queda contenido en ().

La condicién de cono interior impone cierta regularidad sobre el dominio 2. Si un dominio
satisface la condicién de cono interior, contiene bolas de radio controlable. Esto es lo que permite
acotar el residuo en el desarrollo de Taylor. El siguiente teorema garantiza la existencia de un
esquema con precisién polinomial (local).

Teorema 2.5.5. Sea 2 € R? un dominio acotado que satisface la condicion de cono interior. Sea

l € NyaeN con|al <I. Entonces existen constantes ho,cga),cél > 0 tales que para cualquier

X ={x1,...,on} CQ con hxq < hy y cualquier x € § existen nimeros aﬁ“), e ,&5\?‘) con

(a) Zjvzl ﬁéa) (z)p(x;) = D*p(z), para cualquier p € P,,_1(RY),
() XLl (@) < Vg,
(c) @ (x) =0, si ||z — z;] > S hag.

Utilizando lo anterior, ya es posible obtener un estimado del error en términos de la distancia
de llenado hy q.

Teorema 2.5.6. Sea 2 € R? un dominio abierto y acotado que satisface la condicion de cono
interior. Supdngase que ® € C?*(Q x Q) es condicionalmente positivo definido respecto a P,,_1(R?).
Si P;x denota al interpolante de f € Ny(Q) respecto al conjunto P,,_1(R%)-solvente de nodos
X ={z1,...,o5} CQ, entonces para o € N, con |a| < k, existen constantes hg, C > 0 tales que

D f(x) — D*Pra(z)] < CCo(x) b | flna@)y,  z€Q

si hx o < hg. El numero Cy(x) se define como

Cp(z) == méx mAx | DY DY® (2, w)].
B,veNd Z,'LUEQQB(Z,C%Q)I’L+,Q)
| +|8]=2k

La constante C' es independiente de x, f y .

La constante Cg(x) en el teorema anterior todavia depende del kernel @, i.e. la estimacién del
error en el teorema anterior sigue siendo genérica. Es necesario trabajar por separado cada kernel
radial para obtener estimaciones mas especificas. Por ejemplo, el siguiente teorema muestra que,
bajo ciertas condiciones, el orden de convergencia llega a ser exponencial.
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Teorema 2.5.7. Sea Q C R? un cubo. Sea ® = ¢(||-||) una funcién radial condicionalmente positiva
definida tal que ¢ = ¢(+/-) satisface | O (r)| < I'M" para todos los enteros 1 > ly y todo v > 0, donde
M es una constante positiva. Entonces existe una constante ¢ tal que para cualquier f € Ng(S)

1f = Prlloy < "2 | fllna@),

para cualquier conjunto de nodos X con distancia de llenado hy g lo suficientemente pequena.
Mds aiin, si ) satisface [V (r)] < M, entonces

7c|logh_;\z,n\

1f = Prlleey < e "2 | fllva@-
para hy o suficientemente pequena.

—e?||z||?

Ejemplo 2.5.8. Para las gaussianas ®(x) = e , e >0, se tiene (r) = e =", por lo que
PO (r) = (—1)15%6_52’" para l > 1y = 0. Tomando M = £? podemos aplicar el teorema anterior y
obtener el estimado

—clloghx ol

1f = Prllze@ <e "2 ||fllnve@-

Ejemplo 2.5.9. Para los multicuddricos inversos ®(x) = (1 + ||z||?)?, con 8 < 0 0 B ¢ N, se
tiene Y(r) = (1 +1)%. En este caso se puede probar que |1V (r)| < U!M!, siempre que | > [3], con
M =1+ |8+ 1|. Aplicando el teorema anterior se obtiene entonces el estimado

If = Prllr@) < ™2 || fllna@)-
En otros casos se puede probar lo siguiente.

Ejemplo 2.5.10. Para las potencias ®(z) = (—1)[§1 |z||?, con 0 < 3 ¢ 2N, se obtiene
5_q
| D f () = D*Py(x)] < Chz o [flna@)
siem, 11 N
pre que o < 5=y f € No(Q).
Ejemplo 2.5.11. Para los spline de placa delgada ®(x) = (—1)¥1||x||**log||x||, se tiene
D% f(z) = D*Py(2)] < ChE S| flna ),
siempre que |a| <k —11y f € No(Q).

Todas las estimaciones anteriores son validas siempre y cuando la funcién f pertenezca al espacio
nativo de la funcién radial utilizada en la interpolacién. Hay algunos resultados que proporcionan
cotas para el error aun cuando f no pertenezca al espacio nativo. El caso en el que f pertenece a
algiin espacio de Sobolev es de especial interés:
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Teorema 2.5.12. Sea ) un conjunto compacto con frontera Lipschitz que satisface la condicion de
cono y X C Q un conjunto de nodos. Sean k un entero positivo, 0 < 0 <1,1<p<o0,1<q < o0,
y « un multi-indice que satisface k > o+ s/p (con > en caso de que p = 1). Si un proceso de
interpolacion P : WFToP(Q) — V correspondiente a X, con V un subespacio de dimension finita,
satisface la propiedad |Py|ywr+onq) < |flwrtorq), entonces se tiene que

|f = Prlwrrowiy < chFrolel=sWp=0w £ 0o,

con ¢ una constante independiente de f y h, y (x), = max{z,0}.

La propiedad adicional [Py|wrtor) < |flwrtor) se satisface en particular si el espacio nativo
es un espacio de Sobolev. Asi, el teorema anterior nos da una alternativa al enfoque de la funcién
potencia del teorema 2.5.6, con la ventaja de que no es necesario lidiar con la constante Ceg ().

Ademas, se puede demostrar también que si la transformada de Fourier de ® satisface

a(l+[wlp) T < W) <2+ wli3) 7 llwll = 00,0 € RY, (2.5.2)

entonces la estimacién anterior se satisface con 7 = k 4+ o y p = 2, para h suficientemente
pequena. También, para funciones f fuera del espacio nativo de ® que satisfacen (2.5.2) se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 2.5.13. Sean k y n enteros con 0 <n <k <7 yk >d/2. Sea f € C*(Q) y supdngase
que X = {x1,...,xn} C Q satisface diam(X) < 1 con distancia de llenado suficientemente pequena.
Entonces para cualquier 1 < q < oo se tiene

|f = Prlwnay < cpf "RETS0RTYDH fl o,
donde px = q%, con qx = %rr;élnﬂﬂvz — x|z la distancia de separacion.
i#]

Ejemplo 2.5.14. Para el spline de placa delgada ®(x) = ||x||*Plog||x||, se satisface (2.5.2) con
T =208. Si tomamos k=7, n=0 y qg= o0 en el teorema anterior, se obtiene el estimado

|f = Ploee < B fl| gos -

Para las potencias ®(x) = ||x||°, se satisface (2.5.2) con 7 = 3. Tomando de igual forma k = T,
n=0yq=o00 en el teorema anterior, se obtiene

[f = Prle= < B fllesy

Aunque las estimaciones anteriores son ttiles, la teoria esta lejos de estar terminada. Estos
estimados no son del todo satisfactorios, ya que, por ejemplo, no toman en cuenta al parametro
de forma (para gaussianas, multicuddricos o multicuadricos inversos). Este pardmetro tiene una
influencia muy grande en el resultado de la aproximacién, y hasta la fecha no hay una teoria
matematica completa para determinar el parametro de forma éptimo. En la mayoria de los casos la
determinacion del parametro de forma es dependiente del problema, y sigue siendo un problema
abierto. Se sabe que el estimado del error estd compuesto por dos términos que compiten, una
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parte que crece exponencialmente, y otra que decrece exponencialmente, cuando el parametro de
forma ¢ aumenta:

e~ O0(™XM)  0<X<1,a>0,

ENO(e“CQ)\C/h) 0<A<la>0,
Del dltimo estimado, por ejemplo, se podria obtener una aproximacién para el parametro de
forma 6ptimo:
Copt ~ O(—log\/2ah).

Formulas de este estilo sélo estan disponibles en casos muy especiales, por lo que usualmente
el parametro de forma 6ptimo se determina numéricamente. Ademas, también hay que tener en
cuenta que el nimero de condiciéon de la matriz de interpolacién aumenta con el parametro de
forma, de manera que éste no puede ser muy grande para no afectar la precisién de la aproximacién.
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3. Solucidon de Ecuaciones Diferenciales Parciales con RBF

En este capitulo se mostrarda como se pueden aplicar las técnicas de interpolacion discutidas en
el capitulo anterior a la solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales. Supondremos en
las secciones siguentes que se tiene un dominio £2 C R¢ y el problema

—f 0
Lu=f & (3.0.3)
Bu =g, 0,

donde las funciones f, g, el operador diferencial parcial £ y el operador de frontera B estan
dados, y se busca la solucién u.

3.1. Colocacion Asimétrica de Kansa

Sean X; = {z;}M, Cc Qy X5 = {z:}iLn, 41 C 0 con N = N;+Np conjuntos de nodos aleatorios
en el interior y en la frontera respectivamente. Sea ® una funcién de base radial condicionalmente
positiva definida respecto P,,,_;(R?). Considera el ansatz dado por

ug(-) = Y N®(-— ;) +Z%P$—1('), (3.1.1)

Jj=1

donde P? | es el j-ésimo término de un polinomio de grado Np = dim(Pp,_1(R%)), el cual est4
sujeto a las condiciones de momento

N
> NPE () =0, ke{l,... Np} (3.1.2)

J=1

Colocando a ug en el conjunto de nodos y utilizando 3.0.3, se obtiene el sistema

N Np
Z)‘jﬁq)(xi — ;) + Zajﬁpglq(xz‘) =fi, ie€{l,....Ni}
=1 =1

N Np
Z )\]B(I)(l'l — le'j) + Z@jBPg@_l(xi) = G, 1€ {1 + N[, ey N}
j=1 j=1

Este sistema, junto con las condiciones de momento, se puede escribir en forma matricial como

Wy P f

W P =g (3.1.3)
PT 0 0

donde
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(Wﬁ)ij:,ccb(ﬁi—{lfj), ie{1,...,N]},j€{1,...,N},
(WB)Z'_NI,J':BCI)(LUZ-—JI]*), 1€ {N[‘i‘l,...,N},j - {1,...,N},

(Pp)yj = LP_ | (x), ie{l,...,Ni},j€{l,...,Np},
(PB)i—NI,j = Bpgz—l<xi)7 (XS {NI+ 17"'7N}7j € {17'--7NP}7
(P)ijngl—l<xi>7 i€{17"'7N}7j€{17-"7NP}'

Resolviendo el sistema de ecuaciones se encuentra la aproximacién a la solucion ug. La principal
ventaja de este método es su simplicidad. Programarlo requiere sélamente unas cuantas lineas de
cédigo. Sin embargo, tiene la desventaja de que la matriz resultante 3.1.3 no es simétrica. De hecho,
la invertibilidad de dicha matriz no se ha demostrado y a la fecha es un problema abierto.

3.2. Colocacion Simétrica

En este método se propone un nuevo ansatz:

NI N NP

up(:) =Y NLO(—z)+ Y NBO(—x)+ > a;Pl (), (3.2.1)

j=1 j=Nr+1 =1

donde los operadores £ y B actiian de la misma manera que £ y B, pero sobre la segunda

entrada de ®(- — -). Colocando de la misma manera que en el método de Kansa, resulta el sistema
lineal

Wee Weg Pr f
Wls Wss Ps =g, (3.2.2)
(6%
Pr P 0 0
donde
(Wﬁg)i,j—Nj = EB(I)(ZEZ — Ij), 1€ {1, . ,N]},j € {N[ + 1, ceey N},
(WBB)ifNj,ijj = BB(I)(Q?@ - xj)a Za] € {NI + 17 s e 7N}7

y las matrices P, y Pg son iguales que en el método asimétrico. La ventaja principal de esta
formulacién es que la matriz resultante es simétrica y no singular, como se demostrara a continuacion.
No obstante, se requiere que las RBF utilizadas en 3.2.2 tengan mayor diferenciabilidad que en
el método asimétrico. Para la colocacion no lineal es posible usar este método, pero aumenta la
complejidad.
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3.2.1. Interpolacién Generalizada de Hermite-Birkhoff

El objetivo de esta seccién es demostrar que el sistema (3.2.2) tiene solucién. Para ello con-
sideremos primero un problema mas general, conocido en la literatura como interpolacion de
Hermite-Birkhoff. Sea H es un espacio de Hilbert y supongamos que A = {\{,..., Ay} C H* es
un conjunto de funcionales linealmente independientes. El problema de interpolacién generalizado
consiste en, dado un conjunto de valores {f1,..., fy} C R, encontrar o € H tal que

(o) = f;, je{l,...,N}. (3.2.3)

A o se le conoce como un interpolante generalizado. Ahora, recuerda que el interpolante

definido por un kernel radial condicionalmente positivo definido es éptimo en el siguiente sentido:

el interpolante minimiza la semi-norma del espacio nativo entre todas las funciones en el espacio

que satisfagan las condiciones de interpolacién. Generalizando al contexto de interpolacién de
Hermite-Birkhoff, lo que tendriamos que buscar es un ¢* € H que satisfaga

lo*[| = min{[[s|| : s € H, \j(0) = f;,1 <j < N} (3.2.4)
El siguiente teorema nos ayudard a analizar este problema de interpolacién generalizado

Teorema 3.2.1. Sean H un espacio de Hilbert y \1,...,An € H* funcionales linealmente indepen-
dientes con representantes de Riesz vy, ..., vy € H respectivamente. Para f1,..., fn € R dados, la
solucion unica de (3.2.4) estd dada por

N
of = Zozjvj, (3.2.5)
j=1

donde los coeficientes a; se determinan a partir de las condiciones de interpolacion \;(c*) = f;,
1<j<N.

Demostracion. Antes de comenzar nota que o* estd bien definido por las condiciones de interpolacién.
Como los funcionales A; son linealmente independientes, también lo son los representantes v;, lo cual
implica que la matriz de interpolacién con entradas (A\;(v;))) = ((vi, vj)m)(Ni, Aj) g+ es invertible.
Para ver que el interpolante satisface la condicién de optimalidad, supongamos que v € H satisface
Aj(v) =0,1<j <N, lo cual implica que

N
(c",v)g = Zaj(v,vj)H = sumj-vzlozj/\j(v) = 0.

J=1

Esto muestra que
lo*||* = (0%, 0" —o + o)y = (0", 0)u < ||o”|o],

para cualquier o € H tal que \;j(0) = f;, 1 <j < N. O

Nota que si ademés se cumple que f; = A;(f), para alguna f € H, entonces ¢* es la mejor
aproximacién en V' = span{v; ...,vx} de f, ie.

If = o[ = min{|[f —s[| : s € V}.
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Por otro lado, se puede demostrar que si Q@ C R es abierto y ® € C%*(Q x Q) es un kernel
condicionalmente positivo definido respecto a P C C*, entonces el espacio nativo N () esta
encajado en C*(Q2)°. En otras palabras, esto significa que los funcionales de la forma \; = 0z, © Do‘(j),
e Aj(u) = Do‘(j)u(xj), con || < k pertenecen a Ng()*. Este caso es de especial interés, ya que
justamente este tipo de operadores aparecen en los métodos de colocacion. Los representantes de
Riesz en este caso son de la forma v; = )\_j(ID(-, -), donde )\_J denota al funcional \; aplicado en la
segunda entrada. Asi, los interpolantes seran de la forma

o(x) = Z a;\®(z,-) = Z &qu)(x — ;). (3.2.6)

j=1

La matriz de interpolacién asociada con (3.2.6) tiene entradas D™ Do & (x;, x;) y por lo tanto
es simétrica. Se puede demostrar que también serd invertible siempre y cuando los funcionales A,
sean linealmente independientes. En el caso que nos interesa la independencia lineal se tiene con
condiciones nada restrictiva, como lo demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Supdngase que ® € LY(R?) N C?*(RY) es positiva definida. Si los funcionales
Aj =0, 0 D con |aY)|, 1< j < N, son distintos por pares, i.e. o) # a®) o x; # xy sij # k,
entonces son linealmente independientes sobre Ng(£2).

Demostracion. Supongamos que se tienen ntimeros reales c; tal que Zjvzl cjA\; = 0 sobre Ng(£2).
Esto significa en particular que

N

> e

Jj=1

0=

N E—
> Ao —y)
j=1

Na ()* Na ()

Del teorema 2.3.5 sabemos que esta norma se puede evaluar con la transformada de Fourier.
Para esto, nota primero que

o] o)
0= y) = (~)F D (- — ),

NP(- = )" (w) = (—iw)*" e D(w) = Aj(e™) P (w).

_ 1 /
Q) B (277)d/2 Rd

Como ® es positiva definida, hay un abierto U C R¢ donde P es positiva. Por lo tanto, se debe
cumplir

Esto implica que

N

> A ®(-—y)

j=1

N

Z ciA(e”e)

J=1

P (w) dw.

P

N
o) . :
E c;j(iw)*” e = 0, si —wel.

J=1

9Esto es una generalizacién del teorema de encajes de Sobolev. Para ver la demostracién puedes consultar [2]
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Por continuacién analitica se puede ver que la ecuacién anterior es valida para todo w € R%. Asf,
para cualquier funcion de prueba en el espacio de Schwartz f € S se tiene que

0=2 i)™ e f(w) = (Z (D™ ) +a:j>A<w>> . weR!

J=1 J=1

lo que implica que

N
Z cha(J)f(m + z;), r € RY, (3.2.7)
j=1
y en particular para z = 0,
N
Y gA(f)=0, feS. (3.2.8)
j=1

Para concluir hay que escoger apropiadamente a una funcién f en particular. Sea f; una funcién
de prueba con soporte contenido en la bola centrada en cero de radio 0 < € < min;y, [|z; — zk]|2
y fo(x) = 1si [|z]]a < €/2. Esto tltimo implica en particular que D*fy(0) = 0 para « # 0. Para
1 <1 < N definamos entonces a la funcién f = f; como

o \a®
filz) = %fo(x — ), r € RY

Aplicando la regla de Leibniz obtenemos que \;(fi) = d;x, por lo que se concluye que ¢; = 0, para
1 <j < N, i.e. los funcionales )\; son linealmente independientes. O]

En el teorema anterior se tomé ® € L'(R?) sélamente por simplicidad y poder utilizar la
transformada de Fourier clasica, pero el resultado es valido en general si ® es positiva definida;
solamente serfa necesario utilizar la transfomada de Fourier generalizada. Nota ademas que si ® es
positiva definida entonces podemos definir un producto interior en £ := span{Ay, ..., An} C No(Q)*
utilizando la expresion

(V) = puvd(x —y), w,v € L. (3.2.9)

De esta manera, por el teorema 3.2.2, si los funcionales Aq, ..., Ay son linealmente independien-
tes, la matriz con entradas DY paty) O (z;,x;) es positiva definida y por lo tanto invertible.

El teorema 3.2.2 también se puede adaptar al caso condicionalmente positivo y, con un razona-
miento andlogo al expuesto anteriormente, se puede probar que el problema de interpolacién de
Hermite-Birkhoff tiene solucion si se utiliza el kernel K del teorema 2.3.8 en lugar de ®, ya que
éste es positivo definido en el espacio nativo. No obstante, con los funcionales que hemos estado
considerando es mas natural formar un interpolante de la forma

WE

Q
o(x) = ¢;D*V®(z, ;) + > dip;, (3.2.10)
=1

j=1
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donde {pi,...,pg} es una base de P. Las condiciones de interpolacién (3.2.3) junto a las
condiciones adicionales

N
> D) =0,  le{l,....Q} (3.2.11)
j=1
conducen al sistema
A A
i ) (@)= 6) 6212
donde o
(Aon)ij = NN @(2,y),  (A(P))y = Ni(p)- (3.2.13)

La invertibilidad del sistema anterior la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. Sea ® € C*(Q x Q) un kernel condicionalmente positivo definido respecto a
P C CH(Q). Supongamos que los funcionales \; = Oz, © D™ son linealmente independientes y que
Aj(p) =0 para toda 1 < j < N yp € P implica p= 0. Entonces hay un unico interpolante de la
forma (3.2.10) que satisface las condiciones (3.2.3) y (3.2.11).

Demostracion. Debido a que se trabaja en dimensién finita, para demostrar la invertibilidad es
suficiente probar que la matriz en (3.2.12) es inyectiva. De esta manera, supongamos que

Agac+A(P)d=0
A(P)'e=0

Multiplicando la primera ecuacién por ¢! y utilizando la segunda ecuacién se obtiene que
CTA.@’AC +c'A(P) = cTAQAc = 0.

Esto implica que

N
(©) j
T Ag pc = E ciciD*" D& (z;, 1)

1,j7=1

N
©} i
= E CZ'CjDa Da(J)K(.Ti, .73]),

1,7=1

para todo ¢ tal que ¢’ A(P) = 0. Por lo discutido anteriormente la tltima forma cuadrética
es positiva definida, lo que implica que ¢ = 0. Las condiciones adicionales impuestas sobre los
funcionales implican también que d = 0, lo que concluye la demostracion.

O
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Es importante notar que el teorema anterior es valido en un contexto mucho mas general, e.g.
los funcionales \; pueden ser operadores integrales. Los tinicos requisitos para la validez del teorema
son que los funcionales pertenezcan al espacio dual Ng(£2) y que sean linealmente independientes.
En el caso que nos interesa, estas condiciones se traducen en pedir que ¢ sea suficientemente
diferenciable y los nodos de colocacion sean distintos, respectivamente. Si te interesa ver la version
mas general, puedes consultar [4, 5, 6, 7]. La referencia [5] contiene ademas estimaciones del error.

A continuacién aplicaremos las ideas discutidas anteriormente a la solucién de la EDP (3.0.3).
Si suponemos que L es un operador diferencial lineal de orden k, es necesario escoger una funcién
condicionalmente positiva definida en ® € C?*(Q2 x Q). Para realizar la colocacién utilizaremos
los nodos X; = {x1,...,2n,} C Qy Xp = {&n,41,...,Xn} C 09, lo que sugiere definir a los
funcionales como
0, 0L, je{l,..., N},
0, 0B, je{N;+1,...,N}

Incluso si no se ha mencionado, estamos suponiendo que el operador de frontera se comporta
bien, i.e. estd definido en Ng(2). Utilizando los teoremas 3.2.2 y 3.2.3 se tiene finalmente el siguiente
resultado:

A = (3.2.14)

Corolario 3.2.4. Sea ® € C*(Q x Q) un kernel radial condicionalmente positivo definido respecto
a Py supongamos que \;(p) =0 para toda 1 < j < N com p € P implica p = 0'", donde \; estd
definido por (3.2.14). Entonces existe un unico interpolante de la forma (3.2.1) que satisface

Lug(xj) = f(z;), je{l,...,Ni},
Bug(z;) = g(z;), je{N+1,...,N}

3.3. Cuadratura Diferencial

El método de cuadratura diferencial es una técnica de discretizacion numérica para la aproxima-
cién de derivadas. Supongamos que se desea aproximar la derivada a-ésima de la funcion u en el
punto z;, y se tiene un conjunto X; = {z1,...,rx} de puntos aleatorios cercanos'' a z; (llamados
nodos de soporte o stencil). La idea es aproximar la derivada como

N
Dul,_, = wiulx;), (3.3.1)
j=1

donde wj; son pesos a calcular. Nota que si trabajamos en una dimension y se utilizan polinomios
para interpolar u, (3.3.1) se reduce al método usual de diferencias finitas. En dimensiones mayores
con nodos aleatorios ya no es posible utilizar polinomios, ya que, como se vid en la seccién 2,
el problema de interpolacion polinomial en dimensiones mayores no esta bien planteado. Es por
esta razon que en dimensiones mayores se utilizan principalmente mallas cartesianas, aplicando el
método de diferencias finitas en cada direccién por separado.

10Esta condicién sélo se requiere para obtener la unicidad. En el caso de condiciones de frontera Dirichlet se reduce
a pedir que los nodos formen un conjunto P-solvente.

HEl método se puede aplicar de manera global a todos los nodos en el dominio, pero es mucho més 1til si se aplica
de manera local.
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Figura 1: Nodos de soporte

El método de cuadratura diferencial consiste en utilizar interpolacién basada en funciones de

base radial para calcular los pesos wy;. Formalmente se puede escribir al interpolante utilizando
funciones cardinales (la base de Lagrange):

Pu,x, () = Z@(@W%%

de donde se puede ver aplicando D® a ambos lados de la ecuacién que los pesos estan simplemente
dados por

wiy = D3 (z;).

Aunque lo anterior sirve para aclarar las ideas, no es una manera practica de calcular los pesos.
Para encontrar una manera mas practica consideremos al interpolante escrito de la forma usual

P, () = Z AP (x — ;). (3.3.2)

Sabemos de las secciones anteriores que la matriz de Gram ® = (®(z; — z;)) es invertible, por
lo que podemos escribir

N
A= hju(z;),
j=1

con Wy, las entradas de la matriz inversa ®~'. Aplicando el operador D* al interpolante (3.3.2)
y sustituyendo los valores de A\, encontramos que

Du(a;) = (Z W, DD (; — m) u(z;), (3.3.3)

j=1 \k=1
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por lo que comparando con (3.3.1) se concluye que

N
w?j = Z \IjijO‘CI)(gji — .Z'k),

k=1

lo cual es equivalente a la ecuacién matricial

Oz —x1) Plry—x1) -+ Play—m) | [wh D®(x — x1)|,_,,
q)(ajl .— 1'2) <D<:U2 '_ x2> : q)<$N_ x2) w'ioé _ DO‘(I)<;U _ ‘T2)|m:xi (334>
q)('rl —I‘N) (I)<LU2 —.Z’N> (I)<IN _IN) w;}N Da®<w_$1)‘z:mi

En el caso de que ® no sea estrictamente positivo definido, la extension es directa. Por ejemplo,
si @ es un kernel radial condicionalmente positivo definido respecto a P;(R?), el sistema a resolver
seria

I m1 x12 wiy D*®(z — x1>|x:xi
dT : : : :
1 zy1 znp wiy | = | D*®(x — xl)’$:zi , (3.3.5)
1 1 wtl)l,N-s—l Dal‘z:xi
Ti1 TN 0 WY N2 Dax|r:xi
[T12 0 TN2 ] _W?,N+3_ i Day|x:mi i

donde los pesos Wiy, 1, Wi N9 ¥V WY N5 S€ agregan para que el stencil sea exacto en los polino-
mios P;(R?), pero no se utilizan en la expresion final (3.3.1).

Supongamos ahora que se busca resolver la ecuacién diferencial (3.0.3), donde por simplicidad
se consideraran condiciones de frontera Dirichlet (B = Id). Sean X = {z1,...,2n} C £ los nodos
donde se calculara la solucién y denotemos por Z; al conjunto de indices asociados a los nodos
en el soporte de z;. Utilizando el procedimiento descrito anteriormente para calcular los pesos
correspondientes al operador £ podemos escribir la discretizacion

> whu(ry) = fla), ie{l,...,N} (3.3.6)

JEL;
Sustituyendo el valor de u(z;) por g(x;) cuando el nodo soporte x; pertenezca a 0S2, obtenemos
un sistema de ecuaciones que puede ser escrito de la forma

Au="f, (3.3.7)

donde u es el vector con los valores de u en los nodos y f es el término fuente que también
incluye los términos de frontera. Nota que la matriz A es sparse y puede ser invertida de manera
eficiente.
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3.3.1. Normalizacién de la Regién de Soporte para RBFs con Parametro de Forma

El nimero de nodos soporte en el método de cuadratura diferencial usualmente es fijado para
una aplicacién. Ya que los nodos son aleatoriamente generados, la escala de la regiéon de soporte
para cada nodo podria ser diferente y el parametro de forma éptimo ¢ podria también ser diferente.
Usualmente es muy dificil asignar diferentes valores de ¢ para diferentes nodos. Sin embargo, esta
dificultad puede ser removida por una normalizacién de la escala en la regién de soporte.

La idea esencial es transformar el soporte local en un circulo unitario en dos dimensiones o
una esfera unitaria en 3 dimensiones. Para ilustrar lo anterior, supongamos que se trabaja con el
multicuadrico en 2 dimensiones espaciales. El cambio de coordenadas tiene entonces la forma

_ x _ )
T=——, Yy=—= 3.3.8
D;’ D;’ ( )
donde (z,y) son las coordenadas en la regién de soporte del espacio fisico, (Z,7) denota las
coordenadas en el circulo unitario y D; es el radio minimo del circulo que contiene a todos los
nodos el la regién de soporte del nodo (x;,y;). Los multicuadricos se convierten entonces en

O,(7,7) = \/(f— %)2+ (g— %—1)2%2, 1€ {1,...,N}, (3.3.9)

donde N es el niamero total de nodos en el soporte. Comparado con la forma tradicional
del multicuadrico, podemos ver que el parametro ¢ es equivalente a ¢D;. La transformacién de
coordenadas (3.3.8) también cambia los pesos en la aproximacién de cuadratura diferencial; para
ver cémo cambian simplemente hay que usar la regla de la cadena. Por ejemplo, la primera derivada
respecto a x se puede escribir como

d—“—d—“d—f—izw(mu—i% u (3.3.10)
dv  drdv D; 4“7 =~ 4 ’ o

donde w](n) son los pesos calculados en el circulo unitario y wj(-lx) /D; son los pesos en el dominio
fisico. Claramente cuando D; es cambiado, el equivalente ¢ en el espacio fisico es automaticamente
cambiado. En las aplicaciones se escoge ¢ como una constante. El valor éptimo depende del nimero
de nodos en el soporte.

3.4. Interpolacion Local de Hermite

Supongamos que se busca resolver el problema (3.0.3) y se tienen nodos aleatorios distribuidos
sobre el dominio Q separados en 3 categorfas: nodos-solucién {z;}25 C Q, nodos-PDE {xz}f\fﬁ JILI -
Q y nodos-frontera {z;}X ., n, 11 C Q. Al igual que en el método de cuadratura diferencial, se
encuentran los N*) nodos més cercanos a un nodo solucién z; dado para formar un subsistema
(stencil). Denotemos por Iék), Iék) y I](Sk) a los conjuntos de indices asociados a los nodos-solucion,
nodos-PDE y nodos-frontera en el subsistema k respectivamente. El método de interpolacién local

hermitiana comienza imponiendo en el subsistema al ansatz simétrico
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a®) (2 Z a O(z—xj) + Z ag,k)Z(I)(x—xj Z a B(I> (x — z; +ZaJ+Np,,L 1 (3.4.1)

(k) : o7 (k) (k)
JELg JEL; €1y

donde ® es un kernel radial condicionalmente positivo definido de orden m, N ](Jk) es el numero
de términos en un polinomio de grado m — 1 en R? y los operadores £, B acttian sobre la segunda
variable.

® Nodo-solucidn
(2 & Nodo-PDE

m Nodo-frontera

Figura 2: Nodos de soporte

En el subsistema se satisfacen las condiciones:

a® (2;) = h, OIS Iék)v
La®) (z;) = f(x;), €I (3.4.2)

Bi®) (z;) = g(z;), i€I,

donde h; son valores a determinar. Sustituyendo las condiciones anteriores en el Ansatz (3.4.1)
se obtiene el sistema local A®a®) =b®) donde

P, Z_CI)ij E_‘sz P
LO;; LLD;; LB LP,

h
AR — L o w _ |f n
B(I)Z] E‘C(I)l] EB(I)Z] BPm_l ’ b q (3 4 3>
P, BPT LPT, 0 0
Invirtiendo la matriz A®, podemos escribir a cada componente de a®) de la forma
=" P+ jezPuzPuI® u{N+1,... N+ NP} (3.4.4)

(k)
JELg

Sustitulendo la ecuacién anterior en el ansatz (3.4.1) y utilizando que en cada nodo solucién zy,
se cumple L) (x;,) = f(x1), se obtiene el sistema global sparse Sh = f, donde

N
Z ay;)DI)(xk -z Z a(l)£E<I> (xr — z5) Z a l),CB(I’ (xg — ;) + Z agljr)Nl Pl (xg), L€ Iék)
jel-(sk) l-(k) I(k>

. k

Skt =
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N
fr = f(ap)— Z cg-k)ﬁq)(xk—xj)— Z c§k)ﬁz¢(xk—xj)— Z cgk)ﬁgtb(xk—xj)—z cg.i)NP#l_l(:pk).
jezd jez®) jez®) J=1

Resolviendo este sistema se encuentran los valores de u en los nodos-solucién. Nota que para formar
el renglén k de la matriz S sélamente se necesita la inversa de la matriz local A® | por lo que
después de formar el renglén se puede liberar memoria. El sistema global, al ser sparse, puede ser
invertido eficientemente por distintos métodos, tales como GMRES. Una de las ventajas del método
de interpolacién local de Hermite es que las condiciones de frontera ya estan integradas desde el
ansatz (3.4.1). A continuacién se resume el algoritmo descrito anteriormente

Algorithm 1 Algoritmo LHI

1: procedure LHI(nodos-solucién,nodos-PDE,nodos-frontera)
2 for k < Ny do

3 Construir A®

4: Calcular la inversa de A®*)

5 Calcular a® = A®) k)

6 Construir el k-ésimo reglon de S

7 k=k+1

8 end for

9 Calcular h = S™!f

10: return h > solucion en los nodos-solucién
11: end procedure
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4. Meétodos lterativos

Como se vid en secciones anteriores, al discretizar una ecuacion diferencial parcial lineal utilizando
funciones de base radial, se obtiene un sistema de ecuaciones de la forma
Ax = b. (4.0.5)

Ademés, cuando se utiliza un método local (e.g. cuadratura diferencial), la matriz A resulta ser
sparse, i.e. muchas de sus entradas son cero. En la practica es conveniente tener esta propiedad en
mente, tanto al almacenar las entradas de la matriz, como al escoger el método para resolver el
sistema lineal. Para este tdltimo punto resultan ser muy 1tiles los llamados métodos iterativos.

Los métodos iterativos construyen la solucién del sistema (4.0.5) como el limite de una sucesién
{x*}, y usualmente involucran a la matriz A sélamente a través de multiplicaciones con vectores
dados. De manera general, cualquier método iterativo estd basado en una descomposicién adecuada
de la matriz A:

A=N-M, (4.0.6)
donde N es invertible. La sucesién se genera entonces a partir de la relacién

Nx" = Mx" +b, k>0, (4.0.7)

con x° dado. Observa que si la sucesién converge, digamos a un vector x, entonces se tiene que
Nx = Mx+b, i.e. x es solucion del sistema lineal.

La utilidad de un método iterativo depende basicamente de 2 cosas: qué tan rapido converge la
sucesion {x*} y qué tan facil es invertir la matriz N. Para analizar el primer punto, si definimos

e" :=x"—-x, B:=N"'M, (4.0.8)
se puede ver que el error e* satisface

e’ = Be" ! = BFe'. (4.0.9)

De esta manera, la sucesién {x*} converge a la sucesién del problema lineal x para cualquier
vector inicial x°, si y sélo si el radio espectral'? de la matriz de iteracion B satisface

p(B) < 1. (4.0.10)

4.1. El Método de Jacobi

El método de Jacobi es tal vez el método iterativo mas simple. Se puede aplicar a matrices
con elementos en la diagonal distintos de cero. Primero escribamos a la matriz a invertir como

2Recuerda que el radio espectral de una matriz se define como p(A) = méx;eqy
eigenvalores de A

n} |Ai(A)|, donde {A;}; son los

,,,,,
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A=L+ D+ U, donde

0 0 0 0 A O 0 0
Aoy 0 0 0 0 Ao 0 0
L= , D= : :
Ap-11 . . : 0 STl e
Anl An,? co An,n—l 0 0 0 s 0 Ann
(4.1.1)
0 A - Aipr A
0o 0 --- e Aoy
U= :
0 0 B e Anfl,n
0o 0 --- e 0
El método se basa en la factorizacion
N=D, M=—(L+U), (4.1.2)
y asi, la matriz de iteracion serd
B;=-D ' (L+U). (4.1.3)

Si definimos al residuo como r* = b — Ax*, cada iteracién del Método de Jacobi se puede escribir
como
xF — xF = D7k (4.1.4)

En componentes este algoritmo se escribe como

1 n

J#i
Para analizar la convergencia del método de Jacobi, notemos que®?

n
J

p(By) < |D7YE + F)||eo = méx -

ie{1,...,
ieq n} o

<1, (4.1.6)

es decir, si la matriz A es estrictamente diagonal dominante'* el método converge. Esta condicién
es bastante restrictiva; por ejemplo, la matriz resultante de una discretizacién de cinco puntos del
laplaciano no satisface esta condicion. Para relajar un poco esta condicion necesitamos un par de
definiciones.

13Se puede probar que para cualquier matriz B se cumple p(B) < || B||, donde || - || es una norma matricial natural,
i.e. es de la forma || B|| = méx|,—; |Bz|
14Una matriz A es estrictamente diagonal dominante si |A;;| > > izi lAijl, parai € {1,...,n}.
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Definicion 4.1.1. Una matriz A es irreducible si no hay una matriz de permutacion Il (i.e. asociada
a cambios de renglén o columna) tal que TIT ATl sea de la forma

My M,
0 M;
Definicion 4.1.2. Una matriz A es débilmente diagonal dominante si para cualquier i € {1,...,n}
se tiene .
[Aiil =) 1Ay
i
y existe al menos algun k € {1,...,n} tal que la desigualdad es estricta.

Utilizando las dos definiciones anteriores se puede demostrar el siguiente resultado ([9])

Teorema 4.1.3. St A es una matriz irreducible y débilmente diagonal dominante, entonces el
método de Jacobi converge.

4.2. El Método de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel se aplica, como en el caso del método de Jacobi, en matrices con
elementos en la diagonal distintos de cero y resulta de escoger a las matrices N y M como

N: =D+ L, M = —U, (4.2.1)
Asi, la matriz de iteracion de Gauss-Seidel es
Bgs = —(D+ L)7'U. (4.2.2)
En componentes, la iteracion de Gauss-Seidel se puede escribir como

i—1 n
1 .
1 j=1

j=i+1
Para obtener un resultado acerca de la convergencia del método de Gauss-Seidel, recordemos el
siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. (Householder-John) Sea A una matriz simétrica y positiva definida. Si N+ NT—A
es positiva definida, entonces p(N~'M) < 1.

De esta manera, si la matriz A es simétrica y positiva definida, entonces la iteracion de
Gauss-Seidel converge. En efecto,

N+N' —A=D+L)+(D+ L)' —(D+L+U)=D,

la cual es positiva definida. Ademas, también es posible demostrar que el método de Gauss-Seidel
converge en los casos considerados en la seccién anterior, i.e. cuando A es irreducible y diagonal
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dominante, o estrictamente diagonal dominante.

Existen en la literatura algunos resultados que sirven para comparar los radios espectrales
de las matrices de iteracién de Jacobi y Gauss-Seidel, de los cuales se observa que Gauss-Seidel
normalmente converge més réapido. Uno de esos resultados es el siguiente ([9])

Teorema 4.2.2. Sea A una matriz tridiagonal. Si \ es un eigenvalor de By, entonces \* serd un
ergenvalor de Bas. De manera similar, si i es un eigenvalor de Bgg, las raices cuadradas de p
seran eigenvalores de By. De esta manera, el método de Jacobi converge si y solo si el método de
Gauss-Seidel converge, y ademds

p(Bas = [P(BJ)]2

4.3. El Método SOR

El método SOR, (successive over-relaxation en inglés) es un procedimiento iterativo para acelerar
el método de Gauss-Seidel con la ayuda de un parametro positivo w. En este caso se escoge

D 1
N:=—+1, M = (——1>D—U, (4.3.1)
w w
por lo que la matriz de iteracién resulta
B, = (D +wL) '[(1 —w)D — wU]. (4.3.2)

Observa que si w = 1, lo anterior coincide con el método de Gauss-Seidel. En componentes, la
iteracién del método SOR toma la forma

i—1 n
W
R R (R WA S a3
2 J:1

j=i+1

El siguiente teorema proporciona una condicién necesaria para la convergencia de este método.

Teorema 4.3.1. (Kahan) La matriz de iteracion del método SOR satisface
p(B.) > |w —1], (4.34)
por lo que una condicion necesaria para la convergencia es que
0<w<2. (4.3.5)

Demostracion. Si {\;}_; es el conjunto de eigenvalores de la matriz de iteracién B,,, de (4.3.2) se
tiene que

[ 1nl = Idet B.| = | det D™ w — 1| det D).
i=1
Asi, p(B,)" > |w — 1|, de donde se sigue el resultado. O
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Se puede probar que si A es irreducible y débilmente diagonal dominante, entonces el método
SOR converge para 0 < w < 1 (ver [9]). Por otro lado, la condicién (4.3.5) es suficiente para las
matrices simétricas y positivas definidas, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.3.2. (Ostrowski-Reich) Si A es una matriz simétrica y positiva definida, el método
SOR converge si y solo si se satisface la condicion (4.3.5).

Demostracion. Notemos primero que

D o 2
N+NT—A:<—+L) +<——1)D—U:(——1)D,
w W w

por lo que utilizando la condicién (4.3.5) y el teorema 4.2.1 se obtiene el resultado. O

4.4. Meétodos de Descenso

En esta seccién supondremos que la matriz A es simétrica y positiva definida. Los métodos de
descenso o gradiente se basan en la observacion crucial de que resolver el sistema lineal (4.0.5) es
equivalente a resolver el problema:

Minimizar . f(x) = %(x, Ax) — (b, x). (4.4.1)

Para ver esto, basta simplemente notar que un punto critico (y por ser A positiva definida, por
lo tanto un minimo) tiene que satisfacer la condicién

Vfix)=Ax—-b =0.

Asi, los métodos de descenso, en vez de buscar la solucién de (4.0.5) directamente, buscan
encontrar el minimo de la funcién f. En general, un método de descenso sigue la estructura:

» Define una direccién de bisqueda d®.
= Minimiza o — f(a) == f(x® 4+ ad®), y denota la solucién por ay.

» Define x*+1) .= x*) 4 o, d®)

Al segundo paso se le conoce normalmente como biusqueda sobre lineas, y el minimo se puede
calcular explicitamente. Para ello, nota que

z 1
fla)= §a2(d(k),Ad(’“)) +a(d® 0y 4 p(x®)y,
donde r® := Ax*) — b = V f(x®) es el residuo. Derivando se encuentra entonces que

d®) (k)
(d®, Ad®)°
Debido a que A es positiva definida, la cantidad

A = —
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Idll4 := (d, Ad)"2,

define una norma. Asi, oz es un numero positivo bien definido.

Es conocido del célculo que el vector —r*) = —V f(x*)) apunta en la direccién hacia donde la
funcion f decrece localmente mas rapido. Esto motiva escoger la direccién de bisqueda como

d® .= —r®, (4.4.2)

Este es conocido como el método del descenso mdas pronunciado. Para este método se puede
probar la siguiente estimacion del error.

Teorema 4.4.1. Para el método del descenso mds pronunciado se satisface

k
k—1
R e (1.43)

donde K es el nimero de condicion espectral de la matriz AY.

Este método presenta una velocidad de convergencia pobre, parecida a la del método de Jacobi,
lo cual no es muy adecuado para utilizar en las aplicaciones. La razon de esto es que, aunque se
puede probar que (r+1 d®) = (r*+1) —r#)) = 0, en general no se tiene necesariamente que
(r(k+2), r(k)) = 0. Por el contrario, estas direcciones pueden ser casi paralelas, como se puede ver en
la Figura 3. Esto ocurre cuando la matriz A es mal condicionada, lo que implica que las curvas
de nivel de f son elipses muy alargados en una direccién (las curvas de nivel siempre son elipses,
porque A es positiva definida).

Figura 3: Comportamiento en zig-zag del método de descenso méas pronunciado

El método de gradiente conjugado previene este tipo de comportamiento, y para presentarlo
necesitamos primero introducir la nocién de vectores conjugados.

Definicién 4.4.2. Se dice que dos vectores x,y € R™ son conjugados, o A-ortogonales, si

(x,¥)a = (x,Ay) = 0. (4.4.4)

5Recuerda que el nimero de condicién espectral es £ = [Amaz|/| Amin]-

57



Si en el método se escogen direcciones de busqueda que sean conjugadas, diremos que se trata
de un método de direcciones conjugadas.

Supongamos que A es una matriz de n x n, y sean d(®, ..., d™Y direcciones conjugadas. Estos
vectores son linealmente independientes y forman entonces una base. Asi, podemos expresar a la
solucién como

n—1
X = Z v d ).
k=0

Usando que las direcciones son conjugadas y que Ax = b, se obtiene facilmente que

o (d®,p)
T d®, Ad®)y’
y los coeficientes v, pueden entonces calcularse sin conocimiento alguno sobre x. Si las direccio-

nes de busqueda estan dadas, e.g. por algiin proceso de ortogonalizacién de una base respecto a
(+,+)a, entonces la solucién queda determinada.

(4.4.5)

Si aplicamos este mismo razonamiento al vector x — x(?), i.e. buscamos los coeficientes en la
expresion

n—1
x = x0 = 3 pd®),
k=0
encontramos que

(d®), p©)
Ve = = AqE
(d®, Ad®)

Usando la expresion de la buisqueda sobre lineas, econtramos que

(4.4.6)

k—1
i=0
por lo que se tiene
k—1
i=0

Para un método de direcciones conjugadas, esto implica que

y por lo tanto

d®p®)
Tk =T d®, Ad®)

= O,
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lo que significa que x = x™. Es decir, un método de direcciones conjugadas es ezacto en a lo
mas n iteraciones. Por esta razon, durante mucho tiempo no se les consideré métodos iterativos.
En la practica n puede llegar a ser muy grande y el método se aplica de forma iterativa hasta
que el residuo r'® sea lo suficientemente pequefio. El siguiente teorema presenta una propiedad de
minimizaciéon muy importante de este tipo de métodos.

Teorema 4.4.3. Los vectores x\¥) determinados por un método de direcciones conjugadas minimizan
tanto la funcién f de (4.4.1), como el error ||x*) — x||4 en el subespacio afin x© + (A, r®),
donde

Kr(A,r©) .= span{r®, Ar® . Art=D} = span{d?,... d*D},

es el subespacio de Krylov de dimension k de A respecto a r(© .

En general, métodos que busquen minimizar el error o el residuo en Ky (A, r®) respecto a alguna
norma || - ||, son conocidos como métodos de subespacios de Krylov. En el caso aqui considerado se
minimiza respecto a la norma || - || 4.

El método de direcciones conjugadas mas conocido es el llamado método de gradiente conjugado.
En este método se determinan las direcciones de busqueda durante la iteracién utilizando el ansatz:

d®HD = bt 3. d®), (4.4.7)
La condicién necesaria (d**+) d®), = 0, conduce a

(rED), Ag®)

B = @ Ad) (4.4.8)
Es posible demostrar que los coeficientes oy, [ tienen otras expresiones equivalentes:
(k) p(k) (k+1) p(k+1)
r'%r r ,T

(d®, Ad®))’ (x®), r(®)

De esta manera, el nimero de operaciones requerido en una iteraciéon se puede reducir a un
prodcto de matriz con vector, dos productos escalares y tres operaciones de la forma z = x + ay, lo
cual resulta computacionalmente mucho mas adecuado para las aplicaciones. Ademads, la velocidad
de convergencia resulta mejor que la del método de descenso mas pronunciado, como lo indica el
siguiente teorema.

Teorema 4.4.4. Para el método de gradiente conjugado, se satisface

VE—1\"
0 —xla <2 (G ) IO xl (1.410)

4.5. Meétodos de Subespacio de Krylov para Matrices no Simétricas

En esta seccién trataremos el caso en el que no es posible aplicar el método de gradiente
conjugado; esto puede ocurrir cuando la matriz A no es simétrica, o si lo es, no es positiva definida.
En cualquiera de estos casos, ya no es posible caracterizar la solucién del sistema lineal (4.0.5)
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como el minimo de la funcién f en (4.4.1). No obstante, la solucién x sigue siendo el inico vector
que logra anular el cuadrado de la norma del residuo, y por lo tanto lo minimiza. En otras palabras,
podemos analizar el problema:

Encontrar x € R" tal que g(x) = m]%n g(y) = || Ay — b|l3. (4.5.1)
ye n

En analogfa al método del gradiente conjugado, la k-ésima iteracién x¥) se debe poder representar
de la forma

donde z pertenece a un subespacio Sy, que esté generado por los residuos @, ... r*=1 vy cuya
dimensién crezca con cada iteracién. Si se escoge S como el subespacio de Krylov (A, r®), se
obtienen los métodos denominados MINRES (Minimal Residual) y GMRES (Generalized Minimal
Residual).

Ambos métodos consisten en encontrar una base ortonormal del subespacio de Krylov, y resolver
el problema de minimizacién. El método MINRES se aplica cuando la matriz A es simétrica, lo
cual simplifica varios célculos; al igual que en el caso del método de gradiente conjugado, en el
método MINRES es posible generar la base ortonormal utilizando una relacién de recurrencia de 3
términos, lo cual es menos costoso computacionalmente. En cambio, el método GMRES se utiliza
cuando la matriz no es simétrica, y es necesario utilizar todos los elementos calculados anteriormente.

Estos métodos (y muchos otros) estdn basados en el método de Arnoldi para construir iterativa-
mente una base de Ky(A4,1(?). El método combina la generacién de una base de acuerdo a (4.4.7)
y el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. La idea del algoritmo se puede resumir de la
siguiente forma:

» Sea r® e R?, r(® +£ 0 un vector dado. Define

v .— r(o)/HI‘(O)H%
» Para j € {1,...,k}, calcula
hij =(vW AvD) paraie {1,...,5},
J
wl) = AvO) — 37w,
i=1
hjt14 =[[w .

= Si hjyq; =0, termina. En otro caso, define

VO =)
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Si el método de Arnoldi se puede llevar a cabo hasta el indice k, definamos:

hij =0, vparaje{l,....k}ie{j+2,....,k+1},

Hj, ::< w)w €-A4kxk( )
I:Ik :( ij )ZJ e M (k+1)x (R)
Vk+1 :<V( (k+1)).

El siguiente teorema enuncia las propiedades fundamentales del método GMRES.
Teorema 4.5.1. Si el método de Arnoldi se puede llevar a cabo hasta el indice k, entonces:
1. Los vectores vV ... v Y forman una base ortonormal de Ky, (A, ).

2. Se tiene . }
AV = ViHy +w®e® = Vi

donde e® = (0,...,0,1)T € R¥,
ViIAV, = H

3. El problema

Encuentra x* t.q. g(x®) = min g9(y) = || Ay — b||2,
yex(0)+Kk(A7r(0>)

es equivalente a

Encuentra €% t.q. (€®) = mi §(&) = || Hé — feV|,

£ERFK

donde B := —||rD ||y, y ademds
x® — x© |y e®),

Si el método de Arnoldi termina en el indice k, entonces
xF) = x = A7 'p.

En la implementacién del algoritmo se usa la propiedad (3) del teorema anterior, porque el
minimizador £*) es computacionalmente més barato de obtener, ya que requiere sélamente la
solucién de un sistema de minimos cuadrados de (k + 1) x k, donde k es tipicamente mucho més
pequeno que n.

61



5. Referencias

Referencias Basicas

[1] Fasshauer ,G.E., Meshfree Approzimation Methods with MATLAB, World Scientific, 2007.

[2] Wendland, H., Scattered Data Approzimation, Cambridge University Press, 2005.

Referencias

[3] Chen, W., Zhuo-Jia, F., Chen, C.S., Recent Advances in Radial Basis Function Collocation
Methods Springer, 2014.

[4] Franke, C., Schaback, R., Solving Partial Differential Equations by Collocation Using Radial
Basis Functions Appl. Math. Comp. 93, pp. 73-82. 1998

[5] Franke, C., Schaback, R., Convergence Orders of Meshless Collocation Methods Using Radial
Basis Functions Adv. in Comput. Math. 8, pp. 381-399. 1998

[6] Iske, A., Reconstruction of Functions from Generalized Hermite-Birkhoff Data Approzimation
Theory VII, Vol 1: Approzimation and Interpolation, C. Chui, and L. Schumaker (eds.), World
Scientific Publishing(Singapore), pp. 257-264. 1995

[7] Wu, Z., Hermite-Birkhoff Interpolation of Scattered Data by Radial Basis Functions Approz.
Theory Appl. 8, pp. 1-10. 1992

[8] Quarteroni, A., Valli, A., Numerical Approzimation of Partial Differential Equations, Springer
Series in Computational Mathematics, Springer 2008.

9] Young, D.M., Iterative Solution of Large Linear Systems, Academic Press 1971.

[10] Knabner, P., Angermann, L., Numerical Methods for Elliptic and Parabolic Partial Differential
Equations, Springer 2003.

62



	Preliminares
	Espacios de Hilbert
	Espacios de Sobolev
	Encajes de Sobolev

	Transformada de Fourier y Distribuciones
	Kernel Reproductor

	Interpolación Multivariada con RBF
	Enfoque Abstracto
	Splines Cúbicos
	Spline de Placa Delgada

	Funciones Positivas Definidas
	Espacios Nativos
	Funciones Completamente Monótonas
	Estimación del Error

	Solución de Ecuaciones Diferenciales Parciales con RBF
	Colocación Asimétrica de Kansa
	Colocación Simétrica
	Interpolación Generalizada de Hermite-Birkhoff

	Cuadratura Diferencial
	Normalización de la Región de Soporte para RBFs con Parámetro de Forma

	Interpolación Local de Hermite

	Métodos Iterativos
	El Método de Jacobi
	El Método de Gauss-Seidel
	El Método SOR
	Métodos de Descenso
	Métodos de Subespacio de Krylov para Matrices no Simétricas

	Referencias

