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Introducción:

Objeto de estudio:

El Problema de Valores Iniciales de la Ecuación de
Black-Scholes via funciones de base radial.
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Problema de Valores Iniciales de Black-Scholes (PVIBS).

∂V

∂t
= r(t)V − r(t)S

∂V

∂S
− 1

2
σ2(S, t)S2 ∂2V

∂S2
,

V (S, T ) = VT (S)

S ∈ R+, t ∈ [0, T ]
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Objetivos:

Aproximar la solución de este problema mediante
interpolación con Funciones de Base Radial (FBR).
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Objetivos:

Aproximar la solución de este problema mediante
interpolación con Funciones de Base Radial (FBR).

Para esto utilizamos herramientas estándar:

Algoritmos iterativos para interpolación con FBR.

Algoritmos de sumación rápida de FBR.
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Plan de la Charla:

1 Introducción
Problema de Valores Iniciales de Black-Scholes

2 Marco Teórico
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4 Resultados
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El PVIBS es un problema clásico:

Una EDP Parabólica con datos finales de Cauchy.
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Existencia y unicidad de soluciones

Teorema:

Sea Ω = R
+ × [0, T ], si:

Sσ(S, t) es Lipschitz en Ω.

σ(S, t) es acotada en Ω y acotada por abajo por una constante

positiva.

r(t) es acotada y Lipschitz.

Los datos de Cauchy VT (S) satisfacen 0 ≤ VT (S) ≤ C(1 + S) para

C una constante dada.

Entonces existe una única solución V ∈ C0(Ω), C1 con respecto de

t y C2 con respecto de S, tal que 0 ≤ V (S, t) ≤ C ′(1 + S) para C ′

una constante dada.
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Métodos Estándar de Solución

Se han estudiado varios métodos numéricos para resolver el
PVIBS

diferencias finitas

elementos finitos

volumenes finitos
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Métodos Estándar de Solución

Se han estudiado varios métodos numéricos para resolver el
PVIBS

diferencias finitas

elementos finitos

volumenes finitos

Una alternativa:

Interpolación con Funciones de Base Radial.
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Por qué Funciones de Base Radial?

Métodos libres de malla

Implementación similar en cualquier dimensión
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Por qué Funciones de Base Radial?

Métodos libres de malla

Implementación similar en cualquier dimensión

Además, desde el punto de vista de las aplicaciones, es útil calcular
las derivadas parciales de la solución de este problema.
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Discretización espacial

Aproximamos V (S, t) por Funciones de Base Radial:

V (S, t) ≈ v(S, t) =
N
∑

j=1

αj(t)Φ(S − Sj) + λ(t)

Φ(S) = φ(|S|) son las FBR (φ una función dada).

αj(t) son los coeficientes.
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Sustituyendo v(S, t) en el PVIBS, se obtiene la EDO:

Lα̇ = Pα

Lα(T ) = VT

P = rL − LS − 1

2
σ2LSS ,

α = [αj(t)],

L = [Φ(Si − Sj)],

LS = [SiΦS(Si − Sj)],

LSS =
[

S2
i ΦSS(Si − Sj)

]

.
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Resolver un sistema lineal de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias.

Euler

Runge Kutta

Métodos impĺıcitos CN, BDF2 [3]
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Discretización temporal

Método impĺıcito BDF2:

α(T ) = L−1VT

α
1 = (L + ∆t1P)−1

Lα
0

α
n = (L + βn

0 P)−1
L
(

βn
1 α

n−1 − βn
2 α

n−2
)

, n = 2, . . . ,M

coeficientes
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Costo computacional:

Operaciones Cantidad & costo

O(N3)
L−1 1

(L + ∆t1P )−1 1

(L + βn
0 P )−1 1

O(N2)
L−1VT 1

(L + ∆t1P )−1
Lα

0 1

(L + βn
0 P)−1

L
(

βn
1 α

n−1 − βn
2 α

n−2
)

M − 2

Total O(N3 + MN2)
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Invertir matrices es una tarea muy costosa, es preferible resolver los
siguientes sistemas de ecuaciones de manera eficiente:

Método impĺıcito BDF2:

Lα(T ) = VT

(L + ∆t1P)α1 = Lα
0

(L + βn
0 P) α

n = L
(

βn
1 α

n−1 − βn
2 α

n−2
)

, n = 2, . . . ,M
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Resolver sistemas de la forma:

P̃αn+1 = α̃n

αn - discretización de los coeficientes.
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Si se utiliza un método iterativo para resolver sistemas de
ecuaciones lineales

Costo computacional:

Operaciones Costo Cantidad

resolver P̃αn+1 = α̃n O(kN2) M

Total O(kMN2) vs. O(N3 + MN2)

k - número de iteraciones necesarias resolver Lαn = α̃.
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Nota:

También es posible agregar un método para evaluar de manera
eficiente los productos matriz vector requeridos.
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Nota:

Los sistemas que surgen en problemas de interpolación por medio
de FBR generalmente son mal condicionados.
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Precondicionamiento con funciones cardinales
aproximadas

La función cardinal asociada al punto xj es una función de la forma

zl(x) =

N
∑

j=1

ζ l
jΦ(x − xj) + λl

que satisface las condiciones de Kronecker

zl(xj) = δlj
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Precondicionamiento con funciones cardinales
aproximadas

La función cardinal asociada al punto xj es una función de la forma

zl(x) =

N
∑

j=1

ζ l
jΦ(x − xj) + λl

que satisface las condiciones de Kronecker

zl(xj) = δlj

Nota:

Si se conocen los coeficientes de estas funciónes, es fácil recobrar
la solución.
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Aproximar la función cardinal zl correspondiente a xl utilizando un
conjunto pequeño de puntos Ll.

ẑl(x) =
∑

j∈Ll

ζl
jΦ(x − xj) + λl
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Aproximar la función cardinal zl correspondiente a xl utilizando un
conjunto pequeño de puntos Ll.

ẑl(x) =
∑

j∈Ll

ζl
jΦ(x − xj) + λl

Utilizar la matriz
T̂ = [ζj

l ]

como precondicionador en un algoritmo del tipo Gradiente
Conjugado. Formulas [7]
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Costo de construir el precondicionador T̂

Calcular conjuntos de puntos especiales para aproximar ẑl:
O(N2) [8].

Calcular los coeficientes ζl
j de T̂ :

O(Nq3), para q << N .
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Puntos: Ejemplo

b
b

b

b

b

b

b

b
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Puntos: Ejemplo

b
b

b

b

b

b

b

b bc1
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Puntos: Ejemplo

b
b

b

b

b

b

b

b×b×c1
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Puntos: Ejemplo

b
b

b

b

b

b

b
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Puntos: Ejemplo

b
b

b

b

b

b

b

b

c2
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Puntos: Ejemplo

b
b

b

b

b

b

b

×b×
c2
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Puntos: Ejemplo

b
b

b

b

b

b
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Suma rápida de FBR multicuádricas:

Requerimos evaluar de manera eficiente sumas de la forma:

s(y) =

N
∑

i=1

λi

(

‖y − xi‖2 + c2
)k/2

,

en N puntos distintos.

“La evaluación directa requiere O(N2) operaciones.”
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Evaluar Aλ:

A = [yjxi] , λ = [λi]
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Evaluar Aλ:

A = [yjxi] , λ = [λi]

s(yj) =

N
∑

i=1

λiyjxi = yj

N
∑

i=1

λixi
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Evaluar Aλ:

A = [yjxi] , λ = [λi]

s(yj) =

N
∑

i=1

λiyjxi = yj

N
∑

i=1

λixi

Evaluar en 2 etapas:

1 Precalcular c =
∑N

i=1 λixi

2 Evaluar s(yj) = cyj
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Evaluar Aλ:

A = [yjxi] , λ = [λi]

s(yj) =

N
∑

i=1

λiyjxi = yj

N
∑

i=1

λixi

Evaluar en 2 etapas:

1 Precalcular c =
∑N

i=1 λixi

2 Evaluar s(yj) = cyj

Que pasa si φ no es un polinomio?
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Métodos rápidos (Aproximados):

Método multipolos

Suma basada en la Transformada Rápida de Gauss.
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Método Multipolos

Introducido por Greengard y Rokhlin, 1987 [2].

Descripción:

1 División del dominio (estructura de árbol).

2 Expansion de φ(|x − y|) en serie de Laurent.

3 Aproximar s(x) mediante un método jerárquico.
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Expansiones [1]

Si ti ∈ R
n, |yi| ≤ r, y di ∈ R para 1 ≤ i ≤ N , k impar, entonces

Ql(x) =

N
∑

i=0

diP
k
l (|yi|2 + τ2,−2 〈yi, x〉 , |x|2),

sp(x) =

p+k
∑

l=0

Ql(x)
1

|x|2l−k
, donde

P
(k)
l (u, v,w) =

l
∑

j=⌊ l+1

2
⌋

(

k/2

j

)(

j

l − j

)

v2j−l(uw)l−j , l ≥ 0.

cota
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Traslación

sp(y) ≈
p+k
∑

l=0





l
∑

j=0

qj(y)P
(−2p−k)
l−j (|t|2 ,−2〈y, t〉, |y|2)





1

|y|2l−k
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Método Multipolos

Paso 1: Dividir el dominio y calcular expansiones

[0,1]

[0,1/2)

[0,1/4)

[0,1/8) [1/8,1/4)

[1/4,1/2)

[1/4,3/8) [3/8,1/2)

[1/2,1]

[1/2,3/4)

[1/2,5/8) [5/8,3/4)

[3/4,1)

[3/4,7/8) [7/8,1]
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Método Multipolos

Paso 2: Suma aproximada (NIVEL 2)

[0,1]

[0,1/2)

[0,1/4)

[0,1/8) [1/8,1/4)

[1/4,1/2)

[1/4,3/8) [3/8,1/2)

Objetivo

[1/2,1]

[1/2,3/4)

[1/2,5/8) [5/8,3/4)

[3/4,1]

[3/4,7/8) [7/8,1]
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Método Multipolos

Paso 2: Suma aproximada (NIVEL 3)

[0,1]

[0,1/2)

[0,1/4)

[0,1/8) [1/8,1/4)

[1/4,1/2)

[1/4,3/8) [3/8,1/2)

Objetivo

[1/2,1]

[1/2,3/4)

[1/2,5/8) [5/8,3/4)

[3/4,1]

S

[3/4,7/8) [7/8,1]
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Método Multipolos

Paso 2: Suma aproximada (NIVEL 4)

[0,1]

[0,1/2)

[0,1/4)

[0,1/8)

S

[1/8,1/4)

S

[1/4,1/2)

[1/4,3/8) [3/8,1/2)

Objetivo

[1/2,1]

[1/2,3/4)

[1/2,5/8) [5/8,3/4)

S

[3/4,1]

S

[3/4,7/8) [7/8,1]
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Método Multipolos

Paso 2: Suma directa (NIVEL 4)

[0,1]

[0,1/2)

[0,1/4)

[0,1/8)

S

[1/8,1/4)

S

[1/4,1/2)

[1/4,3/8)

D

[3/8,1/2)

D

[1/2,1]

[1/2,3/4)

[1/2,5/8)

D

[5/8,3/4)

S

[3/4,1]

S

[3/4,7/8) [7/8,1]
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Formulas para traslación de expansiones, caso
unidimensional

En este caso se puede desacoplar

sp(y) = sign(y − t)

p+k
∑

l=0

Ql

(y − t)l−k
,

Ql =

N
∑

i=1

λiP
(k)
l ((xi − t)2 + c2,−2(xi − t), 1).
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Para k = 1 la serie centrada en t1 es

rT (y) = sign(y − t1)

p+1
∑

l=0

Ql

(y − t1)l−1
, dt = t2 − t1

requerimos escribir la expansión en términos de y − t2.
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Usar la fórmula:

1

(y − t1)l+1
=

∞
∑

m=l

(−1)m−l

(

m

l

)

dtm−l 1

y − t2
.
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Usar la fórmula:

1

(y − t1)l+1
=

∞
∑

m=l

(−1)m−l

(

m

l

)

dtm−l 1

y − t2
.

La serie trasladada está dada por:

rT (y) = sign(y − t2)

p+1
∑

l=0

Q̃l

(y − t2)l−1
, dónde

Q̃0 = Q0

Q̃1 = Q0dt + Q1

Q̃l =

l
∑

m=0

(−1)m−l

(

m

l

)

dtm−lQl, l ≥ 2.
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Ejemplo:

Suma de FBR
multicuádricas con
el método
multipolos

Datos:

Puntos en [0,1].

10 términos.

c = 1/N

k = 1
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Suma de multicuádricas basada en la TRGM

Introducido por Roussos y Baxter, 2005 [4].

Descripción:

1 Representación integral de φ(|x − y|)
(que contiene un término exponencial).

2 Integración numérica - Suma de Gaussianas.
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Representación integral de φ

Multicuádrica

N
∑

i=1

λi

√

‖y − xi‖2 + c2

= c +
1

2
√

π

∫ ∞

0

e−sc2

√
s

(

∑N
i=1 λi −

∑N
i=1 λie

−s‖y−xi‖2

s

)

ds

Multicuádrica Inversa

N
∑

i=1

λi
√

‖y − xi‖2 + c2
=

1√
π

∫ ∞

0

e−sc2

√
t

N
∑

i=1

λie
−s‖y−xi‖

2

ds
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Integración numérica

s(y) ≈ 1√
π

q
∑

k=1

wkf(sk)

f(s) =

N
∑

i=1

λie
−s‖y−xi‖2
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Integración numérica

s(y) ≈ 1√
π

q
∑

k=1

wkf(sk)

f(s) =

N
∑

i=1

λie
−s‖y−xi‖2

Trabajo:

Sumar q Gaussianas en O(N) operaciones mediante la
Transformada Rápida de Gauss [5], en lugar de una Multicuádrica
a un costo O(N2).
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Transformada Rápida de Gauss Mejorada (TRMG) [6]

Descripción:

Serie de Taylor de la FBR exponencial.

División del dominio (k centros).

Sólo se suman contribuciones en una vecindad.
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Factorización clave:

e−‖yj−xi‖
2/h2

= e−‖∆yj‖
2/h2

e−‖∆xi‖
2/h2

e
2∆yj ·∆xi/h2

e2x·y =
∑

α≥0

2|α|

α!
xαyα

∆yj = yj − y∗, ∆xi = xi − x∗
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Expansiones:

G(yj) =
∑

‖yj−ck‖≤hρy

∑

|α|<p

Ck
αe−‖yj−ck‖

2/h2

(

yj − ck

h

)α

Ck
α =

2|α|

α!

∑

xi∈Sk

qie
−‖xi−ck‖

2/h2

(

xi − ck

h

)α
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Ejemplo:

Suma de FBR
Gaussianas con la
TRGM

Datos:

Puntos en el
hipercubo
unitario

h = d/2
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Ejemplo:

Suma de FBR
Gaussianas con la
TRGM-ANN [10]

Datos:

Puntos en el
hipercubo
unitario

h = 0.01d
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Nota:

Siguiendo la idea de Roussos, se puede utilizar la siguiente fórmula
para la evaluación rápida de FBR multicuádricas con exponente
negativo arbitrario

(

‖x‖2 + c2
)ν/2

=
1

Γ
(

−ν
2

)

∫ ∞

0

e−sc2

sν/2+1
e−s‖x‖2

ds, ν < 0
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Ejemplo:

Suma de FBR
Multicuadricas con
la TRGM

Datos:

Puntos en el
hipercubo
unitario

c = 2d
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Ejemplo:

Suma de FBR
Multicuadricas con
la TRGM

Datos:

Puntos en el
hipercubo
unitario

c = 0.2d
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Evaluación de P = rL − rLs − 1
2σ2Lss spline
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Evaluación de P = rL − rLs − 1
2σ2Lss spline

[Pλ]i = r

N
∑

j=1

λj

(

(si − sj)
2 + c2

)1/2

−rsi

N
∑

j=1

λj(si − sj)
(

(si − sj)
2 + c2

)−1/2

−1

2
(cσsi)

2
N
∑

j=1

λj

(

(si − sj)
2 + c2

)−3/2
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Evaluación de P = rL − rLs − 1
2σ2Lss

[Pλ]i = r

N
∑

j=1

λj

(

(si − sj)
2 + c2

)1/2

−rs2
i

N
∑

j=1

λj

(

(si − sj)
2 + c2

)−1/2

+rsi

N
∑

j=1

λjsj

(

(si − sj)
2 + c2

)−1/2

−1

2
(cσsi)

2
N
∑

j=1

λj

(

(si − sj)
2 + c2

)−3/2
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M(λ, s, k) ≡ suma con exponente k, coeficientes λ = [λi] y
puntos s = [si]

[Pλ]i = rM(λ, s, 1)

−rs2 ∗ M(λ, s,−1)

+rs ∗ M(λ ∗ s, s,−1)

−1

2
(σc)2s2 ∗ M(λ, s,−3)
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Nos interesa evaluar:

P0 = L

P1 = L + ∆t1P

P2 = L + βP
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Marcha en el tiempo

Denotemos por α, λ = FGP05(·)(y) la solución de P(·)λ + α

y0 = VT

α
0, λ0 = FGP050(y0)

y1 = Lα
0 + λ0

α
1, λ̃1 = FGP051(y1)

λ1 = (1 + ∆t1)λ̃
1

yn = L
(

βn
1 α

n−1 − βn
2 α

n−2
)

+ βn
1 λn−1 − βn

2 λn−2

α
n, λ̃n = FGP052(yn)

λn = (1 + β)λ̃n, n = 2, . . . ,M
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Ejemplo:

call

K = 10

r = 0.05

σ = 0.2

T = 0.5
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Comentarios.

Se desarrolla un esquema para aproximar la solución de un
problema de valores iniciales para una EDP parabólica utilizando
interpolación con funciones de base radial. Se incorporan dos
herramientas estándar

Un algoŕıtmo iterativo

Evaluación eficiente de FBR mulicuádricas
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