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Introduccion:

Objeto de estudio:

El Problema de Valores Iniciales de la Ecuacion de
Black-Scholes via funciones de base radial.
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Problema de Valores Iniciales de Black-Scholes (PVIBS).
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.
Objetivos:

Aproximar la solucién de este problema mediante
interpolacién con Funciones de Base Radial (FBR).
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.
Objetivos:

Aproximar la solucién de este problema mediante
interpolacién con Funciones de Base Radial (FBR).

Para esto utilizamos herramientas estandar:
@ Algoritmos iterativos para interpolacién con FBR.

@ Algoritmos de sumacién rapida de FBR.
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Plan de la Charla:

@ Introduccién
@ Problema de Valores Iniciales de Black-Scholes

© Marco Tedrico
@ Estado del Arte

© Metodologia
@ Discretizacidn
@ Algoritmos iterativos
@ Algoritmos de sumacién rapida de FBR

Q Resultados

© Conclusiones



Una EDP Parabdlica con datos finales de Cauchy.
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Existencia y unicidad de soluciones

Teorema:
Sea Q =Rt x [0,T], si:
@ So(S,t) es Lipschitz en Q.

® 0(S,t) es acotada en Q) y acotada por abajo por una constante
positiva.

® 1(t) es acotada y Lipschitz.

® Los datos de Cauchy Vi (S) satisfacen 0 < Vip(S) < C(1+ S) para
C una constante dada.

Entonces existe una tnica solucién V € C°(2), C! con respecto de
t y C? con respecto de S, tal que 0 < V(S,t) < C'(1+ S) para C’
una constante dada.
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Métodos Estandar de Solucion

Se han estudiado varios métodos numéricos para resolver el
PVIBS

@ diferencias finitas
@ elementos finitos

@ volumenes finitos
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Métodos Estandar de Solucion

Se han estudiado varios métodos numéricos para resolver el
PVIBS

@ diferencias finitas
@ elementos finitos

@ volumenes finitos

Interpolacion con Funciones de Base Radial.




@ Métodos libres de malla

@ Implementacién similar en cualquier dimensién
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Por qué Funciones de Base Radial?

@ Métodos libres de malla

@ Implementacién similar en cualquier dimensién

Ademas, desde el punto de vista de las aplicaciones, es Util calcular
las derivadas parciales de la solucién de este problema.
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Discretizacion espacial

Aproximamos V' (S,t) por Funciones de Base Radial:

V(S,t) = v(S,t) Za] S;)+ A1)

Conclusiones

9 O(S) = ¢(]S|) son las FBR (¢ una funcién dada).

® «;(t) son los coeficientes.
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Sustituyendo v(S,t) en el PVIBS, se obtiene la EDO:

(]

P=rL—-Lg— %O'QLss,
a = [a;(t)],

L = [®(S; - 5,)],

Ls = [Si®s(Si — Sj)],
Lss = [S?®ss(S: — 5))].

(]

(]



@ Euler
® Runge Kutta
@ Métodos implicitos CN, BDF2 [3]
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Discretizaciéon temporal

Método implicito BDF2:

o(T) = L 'Vr

o' = (L+AtP) 'La°
a” = (L+BP) 'L(fra™! - Bra™?), n=2,...,.M

> coeficientes

<
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Costo computacional:

Operaciones Cantidad & costo

O(N?)
-1 1

(L + At1P) 1

(L+p3P)~" 1
O(N?)

L‘lVT 1

(L+At1P)_1La 1

Total O(N3 + MN?)
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Invertir matrices es una tarea muy costosa, es preferible resolver los
siguientes sistemas de ecuaciones de manera eficiente:

Método implicito BDF2:
La(T) = Vr
(L+AtP)a! = La°

(L+BiP)a™ = L(fra™!—pra™?), n=2,...,.M




o, - discretizacién de los coeficientes.
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Si se utiliza un método iterativo para resolver sistemas de
ecuaciones lineales

Costo computacional:

Operaciones Costo Cantidad
resolver Pa™t! = a"  O(kN?) M
Total O(kMN?) vs. O(N3 + MN?)

k - nidmero de iteraciones necesarias resolver La™ = a.



También es posible agregar un método para evaluar de manera
eficiente los productos matriz vector requeridos.
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Los sistemas que surgen en problemas de interpolacién por medio
de FBR generalmente son mal condicionados.
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Precondicionamiento con funciones cardinales
aproximadas

La funcién cardinal asociada al punto x; es una funcién de la forma
N
! l
2'(z) = E GP(z —zj) + N
j=1
que satisface las condiciones de Kronecker

2(x;) = &
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Precondicionamiento con funciones cardinales
aproximadas

La funcién cardinal asociada al punto x; es una funcién de la forma
N
l l
2(x) =D Gz — ;) + N
Jj=1
que satisface las condiciones de Kronecker

2 (z5) = &

Si se conocen los coeficientes de estas funcidénes, es facil recobrar
la solucion.
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@ Aproximar la funcién cardinal z! correspondiente a ; utilizando un
conjunto pequeiio de puntos L;.

Az) = @ —x;)+ N

JEL
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@ Aproximar la funcién cardinal z! correspondiente a ; utilizando un
conjunto pequeiio de puntos L;.

sx) = Z CJZQ)(J: —z;)+ N

JEL
o Utilizar la matriz ‘
T =[¢]
como precondicionador en un algoritmo del tipo Gradiente

Conjugado. CZIED[7]
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Costo de construir el precondicionador T'

l

@ Calcular conjuntos de puntos especiales para aproximar z":

O(N?) [8].

@ Calcular los coeficientes le- de 71"
O(Ng?), para g << N.

Conclusiones
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-
Puntos: Ejemplo



Introduccién Contenido Marco Teérico Resultados Conclusiones
-
Puntos: Ejemplo



Introduccién Contenido Marco Teérico Resultados Conclusiones
-
Puntos: Ejemplo
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-
Puntos: Ejemplo

. .\%i)(/t

Conclusiones
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-
Puntos: Ejemplo

. '\;é/.

Conclusiones
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-
Puntos: Ejemplo
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Suma rapida de FBR multicuadricas:

Requerimos evaluar de manera eficiente sumas de la forma:
N

s@) =3 X (lly -zl + )2,

i=1
en N puntos distintos.

e ol G e
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A= [yja:i] s )\ = [)\1]
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A= [yja:i] s )\ = [)\1]

N N
s(ys) = D Niyjmi = y; Y it
i=1 =1

Solucién del Problema de Valores Iniciales de la ecuacién de Black-Scholes usando Funciones de Base Radial y algoritmos de Sumacién

€




Introduccién Contenido Marco Teérico Metodologia Resultados

Conclusiones

A =lyjz],  A=[\]

N N
)= Aiyimi=y; Y Nt
=1 =1

v
N
1 Precalcular ¢ =>";" Niz;

2 Evaluar s(y;) = cy;
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A =lyjz],  A=[\]

N N
)= Aiyimi=y; Y Nt
=1 =1

| A\

1 Precalcular ¢ = SN | N

2 Evaluar s(y;) = cy;




@ Método multipolos

@ Suma basada en la Transformada Rapida de Gauss.
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4 -
Método Multipolos

Introducido por Greengard y Rokhlin, 1987 [2].

Descripcién:

@ Divisién del dominio (estructura de &rbol).
© Expansion de ¢(|x — y|) en serie de Laurent.

© Aproximar s(x) mediante un método jerarquico.
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Expansiones [1]
Sit; e R", |y;| <r,yd; € Rparal <i<N, k impar, entonces

N
Quz) = Y diPF(lyil> + 7% -2 (i, ), |=?),
i=0
p+k

sp(z) ZQ; |2l -, donde

Pl(k)(u,v,w) zl: <k:/2>< -J> w2 )9, 1> 0,

<




p+k l

o 1
> | D @B 2 ) |

’éh
S
2
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4 -
Método Multipolos

Paso 1: Dividir el dominio y calcular expansiones

[0.1/4) [3/4.1)

[0.1/8) | [[1/81/4) [[1/43/8) [3/81/2) [1/25/8) [5/83/4) [3/47/8) |[7/81]]




Introduccién Contenido Marco Teérico Resultados Conclusiones
4 -
Método Multipolos

Paso 2: Suma aproximada (NIVEL 2)

[0.1/4) [3/4.1]

Objetivo

([0.1/8) | [11/8.1/4) [1/4.3/8) [3/8.1/2) [[1/2.5/8) [5/8.3/4) [3/4.7/8) |[I[7/8.1] |
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4 -
Método Multipolos

Paso 2: Suma aproximada (NIVEL 3)

[0.1/4) [3/4.1]

Objetivo

([0.1/8) | [11/8.1/4) [1/4.3/8) [3/8.1/2) [[1/2.5/8) [5/8.3/4) [3/4.7/8) |[I[7/8.1] |
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4 -
Método Multipolos

Paso 2: Suma aproximada (NIVEL 4)

[3/4.1]

Objetivo S

[[0.1/8) | [[1/8.1/4) [1/4.3/8) [3/8.1/2) [[1/2.5/8) [5/8.3/4)] [3/4.7/8) |[I[7/8.1]
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4 -
Método Multipolos

Paso 2: Suma directa (NIVEL 4)

[3/4.1]

[[0.1/8) | [[1/8.1/4) [1/4.3/8) [3/8.1/2) [[1/2.5/8) [5/8.3/4)] [3/4.7/8) |[I[7/8.1]
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Formulas para traslacion de expansiones, caso
unidimensional

En este caso se puede desacoplar

sp(y) = sign(y—1)> ——

Q = > NP (@i — )+ 2z — 1), 1).
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Para k = 1 la serie centrada en t; es
p+1

_ sien(y — _ A
rr(y) = sign(y tl)l;(y_tl)z_lv

requerimos escribir la expansién en términos de y — to.

dt =ty — 1,
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Introduccién Contenido

Usar la férmula:

e = 0 (a2

(y—t1

Marco Teérico Resultados

Metodologia

y—to

m=l

La serie trasladada esta dada por:

5 a

sign(y —t2) ) —— 7, dénde
— (y—t2)

Qo

Qodt + Q1

l
3 (-1 <T) dm=lQ,, 1> 2.

m=0

Conclusiones
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Tiempo directo vs multipolos Ejemplo:

Suma de FBR
multicuaddricas con
el método
multipolos

10t

10°

Datos:
10 @ Puntos en [0,1].
@ 10 términos.

@ c=1/N

107

0% 10° 10 @ k=1

Cantidad de puntos
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Suma de multicuadricas basada en la TRGM

Introducido por Roussos y Baxter, 2005 [4].

Descripcion:

© Representacién integral de ¢(|z — y|)
(que contiene un término exponencial).

© Integracién numérica - Suma de Gaussianas.
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Representacion integral de ¢

Multicuadrica
N
Z iV |y — ]| + 2
i=1

+ 1 /OO e (Tl hi— 3y deslval
=
Qﬁ 0 \/g S

Multicuadrica Inversa

2

M=

N

— —x. |2
E Neslhy=zill® gg
i=1

i _L/Ooe_
F=1l va—fEi||2+C2 ﬁ 0 \/E

Conclusiones

>d3

i




V)
—~
<
=

¢

~ % > wif(sk)
k=1

N
f(s) = Z Aje—sly=aill®
i=1

Solucién del Problema de Valores Iniciales de la ecuacién de Black-Scholes usando Funciones de Base Radial y algoritmos de Sumacién

| ST




Introduccién Contenido Marco Teérico Metodologia Resultados Conclusiones

Integracion numérica
Y
s(y) = —= D _wrf(sk)
4 k=1

N
f(s) = Z)\le_sny_w'blP
=1

Sumar g Gaussianas en O(N) operaciones mediante la
Transformada Répida de Gauss [5], en lugar de una Multicuddrica
a un costo O(N?).
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Transformada Rapida de Gauss Mejorada (TRMG) [6]

Descripcion:
@ Serie de Taylor de la FBR exponencial.
@ Divisién del dominio (k centros).

@ Sélo se suman contribuciones en una vecindad.




e lui—eill2/h? _ 1Ay /h2 | A |2/h g2 Ay;- A /2

) 9lal
e2xy _ Z ' xaya
= o

Ayj=y;—y", Azi=uxz; —a"
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G(y;) = > Y Che —lly;—cxl12/h? ( _Ck)a

ly;—ckll<hpy |al<p

. 2|a| Noi—crl2/m? (T k)"
Ca = Z g.e " T

szSk
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0.4

0.2

0.
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Tiempo de ejecucion: TRGM vs. Directo.
10* T

i1 Ejemplo:
Suma de FBR

Gaussianas con la
TRGM

Datos:

@ Puntos en el
hipercubo
unitario

@ h=d/2

1074 - -
107 10° 10*

Cantidad de puntos



Introduccién

Tiempo

10*

104

10*

Contenido Marco Teérico Metodologia

Tiempo de ejecucién: TRGM-ANN vs. Directo.

@di=1

10* 10*
Cantidad de puntos

Resultados Conclusiones
Ejemplo:
Suma de FBR

Gaussianas con la
TRGM-ANN [10]

Datos:

@ Puntos en el
hipercubo
unitario

@ h =0.01d
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Nota:

Siguiendo la idea de Roussos, se puede utilizar la siguiente férmula
para la evaluacién rapida de FBR multicuadricas con exponente
negativo arbitrario

2

/2 1 00 gmsct 5

(H.T||2 +C2)V = @/0‘ We sll=I ds, v<0
2
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Tiempo de ejecucién: Rapido vs. Directo.

10%

Ejemplo:
Suma de FBR

Multicuadricas con
la TRGM

10*

o 107t
2
g
£ Datos:
@ Puntos en el
1073 .
hipercubo
10 unitario
@ c=2d

.
o 10 10% 10*
Cantidad de puntos
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Tiempo
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Tiempo de ejecucién: Rapido vs. Directo.

10*

10°

10t

10°

1074

107

1073

10+

107"
1

.
o 10 10% 10*
Cantidad de puntos

Resultados Conclusiones

Ejemplo:

Suma de FBR
Multicuadricas con
la TRGM

Datos:

@ Puntos en el
hipercubo
unitario

@ ¢c=0.2d




» spline
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Evaluacién de P = 7L — rL, — 10°L,, CEID

N
[P)‘]i = TZ)\J» ((Sz _ Sj)2 + 62)1/2
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Evaluacién de P = rL — rL, — £0°L,

N
[BAL, = Y% ((si— 552+
j=1
N
—rs? Z A ((si —85)% + 02)_1/2
j=1
N
—I—TSzZ Ajs; ((sZ s])2 4k 2)_1/2
j=1

Conclusiones




[PA], = rM(A;s,1)
—rs? « M(X, s, —1)
+rs* M(A xs,s,—1)

—%(crc)zs2 x* M(A, s, —3)
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P, = L+ AHP

P, = L+4P
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-
Marcha en el tiempo

Denotemos por a, A = FGP05(,(y) la solucién de P )\ + «

yo = Vr
o’ A\’ = FGP05¢(yo)

y1 = La® + X\°
o'\ = FGP05(y1)
AL = (14 AN

yn = L(Bra" ! —pgra?) 4+ ATt - gpan?
o™, \" = FGP053(yn)
= 148M, n=2,...,.M
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® Directo
800 || @ [terativo
® [terativoRapido
700
600
o 500 [
2
g
3
& 400
300
200
100
0 . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Cantidad de puntos

Resultados Conclusiones

Ejemplo:

9 call

@ K=10
@ r=0.05
@ 0=02

@ T =05
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Error = maxq [V — Vipros|/ maxq |V|
1073 T T T T

® Directo

® [terativo

® [terativoRapido

8
B0 1
€3]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Cantidad de puntos
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.
Comentarios.

Se desarrolla un esquema para aproximar la solucién de un
problema de valores iniciales para una EDP parabdlica utilizando
interpolacién con funciones de base radial. Se incorporan dos
herramientas estandar

@ Un algoritmo iterativo

@ Evaluacién eficiente de FBR mulicuadricas
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